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1 はじめに

連続時間プラントを離散時間補償器で制御する系をサンプ

ル値制御系という。離散時間補償器で制御する理由はさまざ

まである。例えば系の挙動が一定時間間隔ごとにしか観測で

きない場合、離散的に補償器を構成する方が制御用コンピュ

ータとの関わりで有利な場合、などである。連続時間と離散

時間補償器のインタフェイスをとるために、連続時間出力を

一定時間ごとに観測するサンプラーと離散時間出力を連続時

間の関数に変換するホールド要素が必要となる。後者では、

離散時間出力をサンプル周期の長さだけ一定に保つ0次ホー

ルドが多く用いられる。

いずれにせよ明らかな問題は、このような動作により、サ

ンプル点の間での挙動が連続時間補償器と異なってくること

である。

簡単な例によりこの事情を見てみよう。図1のサンプル値

単一フィードバック系を考える。

これは自然周波数1 rad / secの連続時間プラント1/（s2＋1）

をサンプル周期 h＝0.1として離散時間コントローラで安定

化し、目標入力 r（t）＝sin（1＋20π）tに対する応答を計

算したものである。次の図2で分かるように、サンプル点間

に大きなリップルが生じてしまっている。

この現象が生じるわけは、このトラッキング信号が sin t

のエイリアス成分であり、したがってサンプル点上ではこの

応答はトラッキングを達成している。しかしサンプル点間で

は大きなリップルが生じるが、この情報はサンプリングのた

めに離散時間コントローラには伝わらない。したがってこの

システムは離散時間トラッキングは達成するものの、大きな

サンプル点間リップルを発生してしまう。

さらに詳しく見ると、システムの応答はこの sin tに漸近し

ている。これはプラントの自然周波数が1 rad / secであって、

このプラント自身が sin t の内部モデルとして働いていること

による。トラッキング信号がサンプル点上では sin tと一致し

ているため、閉ループ系はトラッキングを達成していると誤

認したと見ることもできよう。

今ひとつシミュレーション結果のグラフだけを挙げておこ

う（図3）。これは２次の振動系に対して、インパルス応答の
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L2ノルムを最小化するH 2設計を行ったものである。実線は

サンプル値設計を行ったもの、点線は離散時間設計を行った

ものでサンプル点間の応答が評価されていない。直ちに分か

るようにサンプル点上の値のみを評価する離散時間設計では

非常に大きなリップルが生じている。

このようにサンプル値制御系では注意しないとサンプル点

での応答はよく制御出来ているように見えても、サンプル点

間で望ましくない応答が発生し得る。それではこのような望

ましくない応答を生じないように制御系を設計するにはどの

ようにすればよいであろうか。次章以降これに関する近年の

発展を簡単に解説しよう。

2 リフティング

上で見たようにサンプル値制御系ではサンプル点間リップ

ルを抑え、好ましい応答を得ることが目標となる。サンプル

周期を短く取ったとしてもサンプル点間応答を評価していな

いと必ずしもよい結果が得られないことは上で注意したとお

りである。またプラント制御などでは種々の制約からサンプ

ル周期を短く取ることが必ずしも可能ではない。これらのこ

とから、サンプル点間応答を性能評価に取り込んだ設計法が

望まれる。しかしながら、このような設計法が確立したのは

そう旧いことではなく、1990年代以降の発展によるもので

ある。以下では旧来のアプローチと対比しつつ、このサンプ

ル値制御系の新しい設計法について解説する。なお、参考文

献は膨大なので、ChenとFrancisによる成書 3）、および筆

者らによる解説10,9）などを参照されたい。

2.1 古典的モデル

さて次のような連続時間系が与えられたとしよう。

ẋ＝Ax＋Bu，y＝Cx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .（1）

これに対して、サンプル点で離散時間入力｛uk｝∞k＝1が入力さ

れ、それに0次ホールドをかけたとすると、このシステム（1）

の挙動は

xk＋ 1＝e Ahxk＋∫
h

0
e AτBdτuk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .（2）

yk＝Cxk
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .（3）

で与えられる。ただしここでhはサンプル周期、xk＝x（kh）、

uk＝u（kh）、yk＝y（kh）である。これによりサンプル点上の

挙動を記述するパルス伝達関数は

C（zI－eAh）－ 1∫
h

0
e AτBdτ

として求まることになる。こうして得られたモデル（2）を

離散時間補償器で安定化したとすると、少なくともそのサン

プル点上での挙動は安定化されることになる。しかしすでに

見たようにこれではサンプル点間の挙動は保障されない。サ

ンプル点間では有限時間間隔［kh，（k＋1）h）で定値入力が

入るだけであり、しかもこの入力はサンプル点上のモデルと

それを安定化して得られた閉ループ系で定まるので、外部入

力が0であれば0に収束する。したがって、サンプル点間で

の挙動もいずれは0に収束する。言い換えればサンプル値系

の安定性はサンプル点上の挙動で決定される。これが古典的

に（2）をサンプル値系の離散時間モデルとして採用してき

た根拠であった。

しかし過渡特性はこれでは保証されず、しかもサンプル点

間の挙動はすでにモデル（2）では失われてしまっている。

これではサンプル点間応答を保証する設計はできない。しか

し一方では、サンプル点間応答をモデルに持ち込むと時不変

モデルではなくなり、時変系になってしまう。この問題を解

消したのが次に述べるリフティングの概念であった。

2.2 リフティング

連続時間プラント（1）において、時刻t＝khで状態がxk＝

x（kh）であったとし、この時点から、h秒後までに入力u（t）

がシステムに入ったとする。その間の状態遷移、出力値は

x（kh＋θ）＝e Aθxk＋∫kh

kh＋θ

e A（kh＋θ－τ）Bu（τ）dτ . . . . . . . . .（4）

x（kh＋θ）＝Ce Aθxk＋∫kh

kh＋θ

Ce A（kh＋θ－τ）Bu（τ）dτ . . . . .（5）

となる。リフティングの特徴はサンプル点間の時間パラメー

タを時間と思わず、単なるパラメータと捉えることにある。

特徴は、入出力をこのまま関数を要素とする列ととらえると

ころにある7，8，2）。

0 h 2h 3h 4h

f(t)

k

0 0 hh 0 h 0 h
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図4 リフティング



サンプル値制御系入門―サンプル点間応答を考慮した設計

35 299

具体的には

W：L 2［0, ∞）→L 2［0, h］：φ（t）→｛φk（θ）｝∞k＝ 0’

φk（θ）：＝φ（kh＋θ）. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .（6）

という対応を考え、入力や出力関数をL2（他のものでも良

い）関数の列としてしまうのである（図4参照）。このような

関数列｛φk（θ）｝∞k＝0 に対し、そのz変換φ̂は通常と形式的に
全く同様に

φ̂（θ）：＝�
k＝ 0

∞

φk（θ）z－ k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .（7）

と定義されるのである 8）。ただしz変換されたものもパラメ

ータθの関数であることに注意しよう。
これを用いて連続時間系（1）のモデルをたてよう。上と

同様時刻khにおけるxの状態をxkとし、区間［kh，（k＋1）h）

で入力uk（θ）、0＜＿θ＜hが入ったとすると、次の時点 t＝

（k＋1）hでの状態xk＋1とその間の出力yk（θ）は（4）、（5）よ

り容易に

xk＋ 1＝eAhxk＋∫0

h

eA（h－τ）Buk（τ）dτ . . . . . . . . . . . . . . . . . .（8）

yk（θ）＝CeAθxk＋∫0

θ

CeA（θ－τ）Buk（τ）dτ . . . . . . . . . . . . .（9）

と表される。すなわち、関数の入力ベクトルuk（・）、離散時

間状態xk、関数の出力ベクトルyk（・）、k＝0, 1, 2, ...の状態

遷移式が得られた。ここで上の式に現れるθはもはや時間変
数ではなく、単なるパラメータである。このことに注意して、

上の式を

xk＋ 1＝A xk＋B uk
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .（10）

yk（θ）＝C xk＋D uk
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .（11）

と形式的に書くことができる。しかもこれは（各作用素A ,

B, C, Dがkによらないと言う意味で）時不変のシステム方

程式である。

この時不変のモデルは次の利点を持つ：

1．連続時間系が時不変の離散時間系として表されたので、

離散時間コントローラとの結合が時不変系として自在

に行なえる。

2．サンプル値系の伝達関数が定義できる。

3 伝達関数と定常特性

上で得られたモデルを使って実際にサンプル値制御系の伝

達関数を求めてみよう。まずシステム（10）,（11）の伝達関

数は、明らかにD＋C（ zI－A）－1Bと定義するべきである。

すなわち実際には形式的に“両辺をz変換する”だけで良い。

違いはサンプル点間応答を記述するパラメータθが入って
いることである。

より一般的に、サンプル値系をリフティングすると（10）,

（11）と全く同様に

xk＋ 1＝A xk＋B uk，yk（θ）＝C xk＋D uk
. . . . . . . . . .（12）

となることが分かる。しかもこのときAはサンプル点毎の
状態遷移を表しているので、Aは常に行列となり、かつこ
の系（12）の安定性は行列Aの固有値の絶対値が全て1より

小であることと同値であることも容易に確かめられる 3，8）。

これはまた伝達関数G（z）＝D＋C（zI－A）－1Bの極が全
て単位円内に含まれることと同値である。

以上の安定性の定義の下で、離散時間系の場合に類似した

次の事実が一般的に成り立つ。

定理3.1 G（z）をリフティングされた安定なサンプル値系の

伝達関数とする。このとき指数型入力rk（θ）＝｛λk－1v（θ）｝、
|λ|＞＿1にたいする応答はλk－1［G（λ）v］（θ）に漸近する（図
5参照）。

これより次のことが分かる。

・λ＝1のときは定常応答が存在し、［G（1）v］（θ）で与えら
れる。

・|λ|＝1のときは応答は漸近的に［G（λ）v］（θ）に各サン
プル時刻ごとにλを乗じて位相をずらせたものとなる。
この性質により、サーボ系の定常リップルの特徴付け、内

部モデル原理などが得られる8）。また一方これは定常応答の

定義を与えているとも考えられる。次章ではこれに基づいて

サンプル値系の周波数応答を導入する。

4 周波数応答

正弦波入力e jωtが与えられたとする。いまt＝kh＋θと第
kステップのサンプル変数を導入すると、e jωt＝（e jωh）ke jωθ

となるから、これをリフティングしたものは｛e jωkhe jωθ｝∞k＝0

図5 定常応答：離散時間系（上）、サンプル値系（下）
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である。従って前章の結果を用いると安定な伝達関数G（z）

に対する“定常応答”は

e jωkhG（e jωh）（e jωθ），k＝0, 1, 2, ...

となる。ここで位相遅れ要素e jωkhを無視した部分G（e jωh））

（e jωθ）を周波数応答と呼ぶのは自然に見える。しかし既に第

1章で述べたように、このような離散の角周波数e jωhを導く

のはe jωtだけではない。そのほかにも

e j（ω＋ 2nπ/h）t，n＝0, ±1, ±2, ...

と無数にあり、その間の事情を反映するのがむしろサンプル

値系の周波数応答としては自然であろう。したがって、

L2［0, h］からそれ自身への作用素（を周波数ωの関数として
みたもの）

G（e j w h）：L2［0, h］→ L2［0, h］. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .（13）

を周波数応答と呼び、その中で最大の拡大率

‖G（e j w h）v（θ）‖‖G（e j w h）‖＝　sup ――. . . . . . . . . . . . .（14）
v∈L2［0, h］ ‖v（θ）‖

ωでのゲインと呼ぶ。このようにすると、上で述べた事情
を反映して周波数ωの上に乗った全てのエイリアス成分に
対する最大のゲインを見積もったことになっている。

5 ファーストサンプル近似による
サンプル値制御系の解析と設計

前章までの議論により、連続時間信号をリフティングする

ことによって、サンプル値制御系は（無限次元の）離散時間

系として記述できること、またサンプル値系にたいする周波

数応答や伝達関数の概念が自然に導入されることがわかっ

た。これによりサンプル点間の応答を考慮した設計が可能と

なる。実はこのようにリフティングされたモデルは無限次元

系ではあるものの、それに対して定式化されたH∞制御問題

などは実は本質的に有限次元の問題に帰着され得ることが知

られている1，3，4，10）。しかしこの等価離散時間系の導出はかな

り面倒であるだけではなく、得られた等価系が一般には設計

で要求する閉ループ系のH∞ノルムの値（これを性能レベル

と呼ぼう）に依存すると言う性質を持つ。これは設計した後

でないと定まらない。このため、設計に当たってはある目標

性能レベルを設定して等価離散時間系を計算し、それに基づ

いて設計を行い、満足できなければまた新たな性能レベルを

設定して等価離散時間系の計算に戻って設計を繰り返すとい

う作業を要求されることになる。これはかなりの計算量の増

加をまねく。

現実にはこれに代わるファーストサンプルファーストホー

ルド（Fast－Sample Fast－Hold, FSFH）近似という手法が

知られている5，11）。これはサンプル点間の入力と出力を、そ

れぞれ階段関数で近似するもので、多くの場合（閉ループ系

のゲインなどにも依存するが）H∞制御ではサンプル周期を5

分割程度に細分することで十分な近似精度が得られる。これ

によると、得られたモデルは単なる離散時間系で、性能レベ

ルに依存せず、しかもサンプル周期を細分しているのでサン

プル点間応答も評価に反映されていることになる。

これについて説明しよう。まず、図6のサンプル値単一フ

ィードバック系を考える。ここでPは連続時間プラント、K

は離散時間コントローラであり、S h、Hhはそれぞれサンプ

リング周期がhの理想サンプラ、零次ホールドである。また、

サンプラの前のFはアンチエリアシングフィルタである。こ

こでは混合感度問題を考え、W1、W2は連続時間の重み関数

とする。プラントPおよび、アンチエリアシングフィルタF、

重み関数W1、W2の実現をそれぞれ、｛AP，BP，CP，0｝、

｛AF，BF，CF，0｝、｛A1，B1，C1，D1｝、｛A1，B1，C1，D1｝

とおく。

FSFHの手法は、図7のように連続時間系Gの入出力信号

にたいして高速で動作するサンプラS h/Nおよび零次ホール

ドH h/Nを接続することにより、離散時間系に近似する手法

である。この近似は、図8に示すように、入力の連続時間信

号を階段関数で近似し、出力の連続時間信号を高速でサンプ

ルすることに相当する。ここで、分割数Nを大きくしていけ

ば、近似離散時間系の性能はもとのサンプル値系の性能に近

図6 サンプル値単一フィードバック系

図7 ファーストサンプルファーストホールド（FSFH）

0 h/ N h 0 h/ N h

input output

図8 FSFHによる連続時間入出力信号の離散時間近似
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づいていくことが示されている 11）。また分割数Nをどれく

らいにとれば良いのかが問題となるが、文献6）では分割数

Nにたいする近似誤差の評価が与えられ、設計の指標とな

る。

このFSFHを導入すれば、図6のサンプル値系は図9の離

散時間系へと変換される。ここで、PdN、FdN、WidN（i＝1，2）

は離散時間系で、それらの状態空間実現は次式で与えられ

る。

⎡ AdP BdP ⎤―――Cp 0

PdN（z）：＝ ⎢ CPAdP ⎢ CPBdP ⎥，
⎢ … … ⎥
⎣CPAdP

N－ 1 ⎢ CPAdP
N－ 2BdP ⎦

AdP：＝eAP h，BdP：＝∫
h

0
eAP tBPdt，

FdN（z）：＝

⎡AN
dF AdF

N－ 1BdF AdF
N－ 2BdF … BdF ⎤

⎢――――⎥，
⎣ CF ⎢ 0 0 … 0 ⎦

AdF：＝eAF h/N，BdF：＝∫0

h/N

eAF tBFdt，

WidN（z）：＝

⎡ AN
di AN

di
－ 1Bdi AN

di
－ 2Bdi … Bdi ⎤⎢―――――Ci ⎢ Di 0 … 0⎢ CiAd i ⎢ CiBd i Di … 0 ⎥，

⎢ … … … ・・・ … ⎥
⎣CiAN

di
－ 1 ⎢CiAN

di
－ 2Bdi CiAN

di
－ 3Bdi … Di ⎦

Adi：＝eAi h/N，Bdi：＝∫0

h/N

eAi tBidt，

i＝1，2．

なお、これらの導出は文献5）、3）を参照のこと。

図9のブロック線図を用いて離散時間コントローラを設計

するには、MATLAB等の数値計算ソフトウェアを用いるの

がよい。例えばMATLABではRobust Control Toolboxの

dhinf関数、μAnalysis and Synthesis Toolboxのdhfsyn関

数、LMI Toolboxのdhinflmi関数などを用いれば、容易に

最適なH∞コントローラが得られる。

6 設計例

本章では、前章で与えられたFSFH設計公式を用いて混合

感度問題を解く。ここで、サンプル周期はh＝1とし、

20－s 1P（s）＝――，F（s）＝――，（s＋0.01）（s＋20） （0.5/π）s＋1

1 （2.5/π）sW1（s）＝――，W2（s）＝――，（2.5/π）s＋1 （2.5/π）s＋1

とする。この例題は文献3）に掲載されている設計例を少し

変更したものである。FSFHの分割数をN＝5ととる。また、

比較のためにサンプル点間応答を考慮しない離散時間設計

（FSFHでN＝1ととった場合）も行う。

得られたコントローラのボード線図を図10に示す。サン

プル値設計コントローラは離散時間設計のコントローラに比

べ、低周波ではゲインがいくぶん高い一方、ナイキスト周波

数付近で離散時間設計のコントローラはハイゲインになって

いる。また、位相では、0.1 rad / secあたりから違いが見ら

れる。

次にサンプル値系の周波数応答を見てみよう。図6におい

て入力rから出力eまでのシステムをS（感度関数）、入力rか

ら出力yまでのシステムをT（相補感度関数）とおく。入力r

から出力［z1，z2］Tまでのシステム［W1S，W2T］のサンプ

ル値系の周波数応答を図11に示す。離散時間設計では、ナ

イキスト周波数付近でゲインが高くなっている。この離散時

間設計のゲインのピークはサンプル点間応答のリップルを引

き起こすので有害である。一方、サンプル値設計で得られた

周波数応答はよりフラットな特性で、このようなピークは見

られない。

また、サンプル値設計および離散時間設計によって得られ
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図10 コントローラのボード線図
サンプル値設計（実線）、離散時間設計（破線）

図9 FSFHによる近似離散時間系
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た‖W1S‖∞および‖W2T‖∞の値を表1に示す。この表からも、

離散時間設計に比べサンプル値設計が有利であることがわか

る。

7 おわりに

現代的なサンプル値制御について解説した。なお、紙幅の

制約もあり、挙げた文献は解説、成書を中心としたので、オ

リジナルの文献を参照したわけではないことをお断りしてお

く。文献3）、9）、10）などを参照されたい。
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表1 感度関数、相補感度関数のH∞ノルム

‖W1S‖∞ ‖W2T‖∞

サンプル値設計（N＝5） 0.762 0.622

離散時間設計（N＝1） 0.863 1.348
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