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1 はじめに

本稿では相分解組織の有する弾性歪エネルギーの定式化に

ついて説明する。基本的には整合相分解における弾性歪エネ

ルギ－をマイクロメカニクス1 - 3）に基づき定式化する。この

種の理論では、理論式の変形に応用数学を多用するために、

結構、式の変形が長く複雑になり、何が既知量で、どの法則

を利用して、何を導こうとしているのかが不明確になる場合

が多い。しかし、マイクロメカニクスの論理は非常に洗練さ

れた体系を持っており、やっていることは至極単純である。

つまり、eigen歪1）の空間分布が与えられた時に、平衡方程

式（力の釣り合い方程式）とフックの法則を用いて、応力場、

歪場、および弾性歪エネルギー場を計算しているだけであ

る。

以下では、秩序変数が濃度場のみの場合を例に取り、析出

相が薄い板状である特殊な場合および任意形状の一般的な場

合の2通りについて、弾性歪エネルギーの計算方法を説明する。

2 Cahnのスピノ－ダル分解理論
おける弾性歪エネルギー

ここでは、第1回の解説（本誌Vol.9, No.4）の全自由エネ

ルギー内で用いた、Cahnのスピノ－ダル分解理論 4）にて用

いられている弾性歪エネルギーにおける弾性定数の関数

Y<hkl>を導出してみよう。整合析出物の形状を、（hkl）面上に

のった非常に薄い板形状と仮定し、結晶構造は立方晶とする。

eigen歪場は純膨張・収縮（pure dilatation）とし、eigen歪

の値をε0
ijと置こう。以上の仮定から、歪テンソルは以下の

ように与えられる。

…………………………………（1）

εは濃度c（A - B2元系を想定し、B成分の濃度）の関数で、

格子定数にベガード則が成立する場合、ε＝η（c－c0）にて

与えられる4）。ηは格子ミスマッチで、c0は合金の平均B成

分濃度である。本来、eigen歪の基準は純物質の格子定数が

基準となるが、ここでは基準を組成c0の固溶体にしている。

これは、物体全体の応力の総和が0になるように鏡像応力を

考慮することによって、弾性歪の基準が純物質から組成c0の

固溶体に移行するためである（つまり組成c0の固溶体を歪の

基準に取らなくては、全応力の積分が0にならない）。また

弾性定数は立方晶を想定して以下のように置く。

……（2）

図1で示したEshelbyサイクル3）の考え方に基づき弾性歪エ

ネルギーを計算する（なお図1ではわかりやすいように板状

析出物をかなり厚く表現している）。（A）の状態は相分離前

の固溶体で、（B）は（A）より、これから析出相になる板状

部分を切り抜いた状態である（図は板状析出物の断面を表示

している）。（C）は相分離が生じて板状析出相の格子定数が

大きくなり（格子定数は濃度の関数で、析出相の格子定数の

方が母相の格子定数よりも大きいとする）、析出相全体が膨

張した状態を示している。この時の歪がeigen歪ε0
ijである。

特にこの場合は純膨張になるので、eigen歪テンソルは、式

（1）のようにε0
ij＝δijεと表現される。δijはクロネッカーの
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デルタで、i＝jの時δij＝1、およびi≠jの時δij＝0である。

（D）は析出相に外から外力をかけてeigen歪分だけ弾性収縮

させて元のサイズにもどす操作である。これに要する弾性歪

エネルギーE1は、式（1）と（2）より以下のように計算され

る。なお添え字に関して総和規約を採用している。

E1＝ Cijklε0
ijε0

kl＝ （C11＋2C12）ε2……………（3）

（D）の状態の析出物を左の母相にもどした状態が（E）であ

る。いま非常に薄い板状析出物を想定しているので、（E）の

状態から矢印で示した外力を取り去ると、板面に垂直方向に

のみ応力の緩和が生じる（面内は母相の格子定数に完全に一

致する）。この緩和後の状態を表した図が（F）である。この

板面に垂直方向をx’方向（（F）参照）とし、その方向を表す

ミラー指数を<hkl>としよう（（hkl）面は板状析出物の板面）。

またx’方向に垂直な2方向（つまり板面内）をy’およびz’とし、

x’y’z’座標系における弾性定数をC’ijとする。完全拘束状態（E）

からの反作用の応力として、x’方向への（反作用の）応力σx’

は次式にて与えられる。

σx’＝C1111ε0
11＋C1122ε0

22＋C1133ε0
33＝ε（C11＋2C12）

………………………………………………………（4）

eigen歪分だけ完全拘束した状態は、ちょうど静水圧を考え

ていることになっているので、応力は全ての方向に対して等

しい。したがって、式（4）のように元の座標系におけるあ

る1つの方向における応力を任意の方向における応力とする

ことができる。

さてσx’の応力が加わって、x’方向にのみ歪の緩和が生じ

た場合、その時の緩和による歪量εx’は、応力の釣合い条件

から以下のように導かれる。すなわち、σx’＝C’11εx’＋C’12εy’＋

C’13εz’＝C’11εx’（y’およびz’方向に歪の緩和は生じないと仮定し

たのでεy’＝εz’＝0）、および式（4）より、

εx’＝ ＝ ………………………（5）

である。これよりεx’の応力緩和による弾性歪エネルギーの

減少量E2は次式にて与えられる。

E2＝ σx’εx’＝ ε2 ……………（6）

結局、始めE1分だけエネルギー的に拘束し、その後E2分だ

けエネルギー緩和したのであるから、（F）状態において、ま

だ析出物に蓄えられているエネルギーは（E1－E2）であり、

これが析出相の弾性歪エネルギーとなる。したがって、式

（3）と（6）から弾性歪エネルギーEstrは次式に与えられる。

Estr＝E1－E2

＝ （C11＋2C12）ε2－ ε2

＝ ε2［3－ ］……………（7）

以上がEshelbyサイクルにて弾性歪エネルギーを計算する時

の基本的な考え方である。

ここで、C’11をC 11，C 12，C 44を用いて書き直そう。（xyz）

および（x’y’z’）両座標間の方向余弦を lijとすると、座標変換

の公式C’ijkl＝lipljqlkmllnCpqmnを用いて、

C’11＝C’1111＝ l1pl1ql1ml1nCpqmn

＝C11＋2（2C44－C11＋C12）（n2
1n2

2＋n2
2n2

3＋n2
3n2

1）

………………………………………………………（8）

を得る。ここでl11≡n1，l12≡n2，l13≡n3と置き、n4
1＋n4

2＋

n4
3＝（n2

1＋n2
2＋n2

3）2－2（n2
1 n2

2＋n2
2 n2

3＋n2
3 n2

1）を用いた。式

（8）を式（7）に代入して、最終的に弾性歪エネルギーとして

次式を得る。

Estr＝

ε2［3－ ］
………………………………………………………（9）

これよりY<hkl>は

C11＋2C12
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図1 Eshelbyサイクルの説明図
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Y<hkl>＝

［3－ ］
………………………………………………………（10）

と与えられる。なお（n1，n2，n3）はミラー指数（h，k，l）

を用いて、

n1＝ ，n2＝ ，

n3＝

∴n2
1n2

2＋n2
2n2

3＋n2
3n2

1＝

と表される。またεはε＝η（c－c0）であるので、結局、弾

性歪エネルギーは、

Estr（c）＝η2 Y<hkl>（c－c0）2…………………………（11）

と表現される。特に<hkl>＝<100>および<hkl>＝<111>で

は、それぞれ

Y<100>＝ ，

Y<111>＝ ………………………（12）

と計算される。また式（10）において、［ ］内の分母にある

（2C44－C11＋C12）の正負によって、弾性的にソフトな方向

（Y<hkl>が最小となる方向）が変化する。（2C44－C11＋C12）＞

0の時には<100>方向がソフトとなり、（2C44－C11＋C12）＜

0の時には<111>方向がソフトとなる。これを反映して弾性

異方性パラメ－タAは通常、A≡2C44/（C11－C12）にて定義

される。

さて以上から、Cahnのスピノ－ダル分解理論にて用いら

れている弾性歪エネルギーにおいて、非常に大きな仮定がな

されていることがわかる。すなわちこの弾性歪エネルギーは、

非常に薄い板状析出物以外には厳密には適用できない。また

スピノ－ダル分解における変調構造のように、板状析出相が

周期的に配列している場合であっても、以上の定式化におい

ては析出相間の弾性相互作用が考慮されていないために、や

はり厳密ではない。弾性歪エネルギーが1つの単純な式で陽

に与えられるので、定性的な考察を行うには非常に有用であ

るが、実際の材料の相分解に伴う弾性場について定量的な議

論が必要である場合には、以上の弾性歪エネルギーでは不十

分である。一般形状を有する析出相が分散した組織の弾性歪

エネルギーは、Khachatur yanの弾性歪エネルギー評価法3）

（内容的にはマイクロメカニクスと等価であるが、任意の組

織形態の弾性場の数値計算に便利な形式に定式化されてい

る）を用いて、かなり正確に計算することができるので、次

にこれについて説明する。

3 Khachaturyanの
弾性歪エネルギー評価

ここでも簡単のためA - B2元系における不規則相の整合相

分離を考え、この相分解組織の弾性歪エネルギーを評価する。

手順は、

ステップ1）まず位置rの関数として与えられる濃度場c（r）

を用いてeigen歪場ε0
ij（r）を定義する。

ステップ2）次に全歪場εc
i j（r）を均一全歪ε－ c

i jとそこからの

変動量δεc
ij（r）に分けて定義する。

ステップ3）ε0
ij（r）を境界条件として平衡方程式（力の釣合

方程式）を解析し、未知量である変位場ui（r）

を計算する式を導く。δεc
i j（r）はui（r）より計

算される。

ステップ4）弾性歪エネルギー式を書き下す。

ステップ5）ε－c
ijに課せられる境界条件（物体全体の拘束条件）

を設定して、ε－c
ijを決定する。

以上から、弾性歪エネルギーが計算できる。以下において、

式が複雑に見えるかもしれないが、やっていることは単純で、

既知量（ε0
ij（r）：濃度場c（r）から決定）と境界条件（平衡方

程式と物体全体の拘束条件）から、未知量であるεc
ij（r）を決

めているだけである。以下、上記のステップに従い順に説明

しよう。

［ステップ1］

相分解組織内の位置ベクトルr＝（r1，r2，r3）におけるB

成分の濃度場をc（r）とし、これが弾性歪エネルギーを計算

する際の境界条件（既知量）となる。格子定数aが濃度c（r）

に対して線形に変化する場合（Vegard則が成り立つ場合）、

a（r）＝a0＋ c（r）………………………………（13）

のように表現され、格子定数も位置rの関数a（r）となる。

この時、eigen歪は、

ε0
ij（r）≡ ＝ηc（r）δij，η≡

………………………………………………………（14）

da
dc

1
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にて定義される。つまりこの場合のeigen歪は、格子定数の

局所組成依存性に起因する正味の歪である。ηは格子ミスマ

ッチで、合金を構成する純成分の格子定数から決まる（既知

量）。濃度場はあらかじめ与えられているので、結局、以上

から、eigen歪の空間分布ε0
ij（r）は既知となる。

［ステップ2］

次に、拘束歪（全歪）を

εc
ij（r）≡ε－ c

ij＋δεc
ij（r） ……………………………（15）

∫rδεc
ij（r）dr＝0……………………………………（16）

と置く。ε－c
i jは拘束歪の空間平均値で、ε－ c

i jからの変動量

δεc
ij（r）は線形弾性論に基づき、変位場ui（r）と

δεc
kl（r）≡｛ ＋ ｝…………………（17）

の関係にある。弾性歪εel
i j（r）は、全歪からeigen歪を引い

て、

εel
ij（r）＝εc

ij（r）－ε0
ij（r） …………………………（18）

にて与えられる。また応力は、フックの法則に基づき、

σel
ij（r）＝Cijklεel

kl（r）＝Cijkl｛εc
kl（r）－ε0

kl（r）｝ ……（19）

と表現される（弾性率Cijklは定数の場合を仮定している）。

［ステップ3］

平衡方程式（力の釣合方程式）は、体積力が無い場合を想

定して、

σel
ij, j（r）＝ ＝0 ……………………………（20）

にて与えられる。これに式（19），（14）および（17）を代入し

て、平衡方程式は、

Cijkl ＝Cijklηδkl ………………………（21）

と表現される。ここで、濃度場、変位場、および、拘束歪の

変動量場を

c（r）＝∫k ĉ（k）exp（ik・r） …………………（22）

ui（r）＝∫kûi（k）exp（ik・r） ………………（23）

δεc
ij（r）＝∫kδ̂εc

ij（k）exp（ik・r） …………（24）

のようにフーリエ表現する。ｋ＝（k1，k2，k3）はフーリエ空

間の波数ベクトルである。これらを式（21）に代入し、振幅

部分を取り出すと、

Cijklkjklûk（k）＝－ iCijklηδklkj ĉ（k） ………………（25）

となる。これが平衡方程式のフーリエ表現である。ここで、

G－ 1
ik（k）≡Cijklkj kl …………………………………（26）

σij≡Cijklηδkl ………………………………………（27）

と定義することにより、式（25）から、変位場のフーリエ変

換は、

ûk（k）＝－ iGik（k）Cijklηδklkj ĉ（k）＝－ iGik（k）σij kj ĉ（k）

………………………………………………………（28）

と表現される（右辺始めのiは虚数のiである点に注意）。式

（17）をフーリエ変換すると、

δ̂εc
kl（k）＝ i ｛ûk（k）kl＋ûl（k）kk｝ ……………（29）

であるので（右辺始めのiは虚数のiであるので注意）、これ

に式（28）を代入して

δ̂εc
kl（k）＝ i ｛ûk（k）kl＋ûl（k）kk｝＝ i ûk（k）kl

＝－ iiGik（k）kjklσijĉ（k）

＝Gik（k）kl kjCijmnηδmnĉ（k）………………（30）

を得る。

弾性定数Cijklと格子ミスマッッチηはあらかじめ与えられ

ている。濃度場c（r）も与えられているので、c（r）を数値計

算によってフーリエ変換することによってĉ（k）は得られる。

したがって、δ̂εc
k l（k）はkの関数として計算できるので、

δεc
kl（r）はδ̂εc

kl（k）を数値計算にて逆フーリエ変換すること

によって求めることができる。

［ステップ4］

さて、弾性歪エネルギー式は、

Estr＝ ∫rCijklεel
ij（r）εel

kl（r）dr

＝ ∫rCijkl｛－ε c
ij＋δεc

ij（r）－ε0
ij（r）｝

｛－ε c
kl＋δεc

kl（r）－ε0
kl（r）｝dr…………………（31）

1
2

1
2

1
2

1
2

dk
（2π）3

dk
（2π）3

dk
（2π）3

∂c
∂rj

∂2uk

∂rj∂rl

∂σel
ij（r）
∂rj

∂ul（r）
∂rk

∂uk（r）
∂rl
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にて与えられる。εel
ij（r）は弾性歪で、

εel
ij（r）≡εc

ij（r）－ε0
ij（r）＝－εc

ij＋δεc
ij（r）－ε0

ij（r）

………………………………………………………（32）

にて定義される。式（31）を書き下すと、

Estr＝ ∫rCijkl｛－εc
ij＋δεc

ij（r）－ε0
ij（r）｝

｛－ε c
kl＋δεc

kl（r）－ε0
kl（r）｝dr

＝ ∫rCijkl－ε c
ij－ε c

kl dr＋ Cijkl－ε c
ij∫rδεc

kl（r）dr

－ Cijkl－ε c
ij∫rε0

kl（r）dr＋ Cijkl－ε c
kl∫rδεc

ij（r）dr

＋ ∫rCijklδεc
ij（r）δεc

kl（r）dr

－ Cijkl∫rδεc
ij（r）ε0

kl（r）dr

－ Cijkl－ε c
kl∫rε0

ij（r）dr

－ ∫rCijklε0
ij（r）δεc

kl（r）dr

＋ ∫rCijklε0
ij（r）ε0

kl（r）dr

＝ Cijkl－ε c
ij－ε c

kl∫rdr－Cijkl－ε c
ij∫rε0

kl（r）dr

＋ Cijkl∫rε0
ij（r）ε0

kl（r）dr

－Cijkl∫rδεc
ij（r）ε0

kl（r）dr

＋ ∫rCijklδεc
ij（r）δεc

kl（r）dr

＝ Cijkl－ε c
ij－ε c

kl－Cijkl－ε c
ijδklη∫r c（r）dr

＋ Cijklδijδklη2∫r｛ c（r）｝2dr

－ Cijkl∫rδεc
ij（r）ε0

kl（r）dr

＝ Cijkl－ε c
ij－ε c

kl－Cijkl－ε c
ijδklηc0

＋ Cijklδijδklη2 ──｛ c（
──
r）｝
──2

－ ∫kniσijΩjk（n）σklnl│δ^c（k）│2 …（33）

となる。ここで、n≡k/│k│およびΩ－1
ik（n）≡Cijklnjnlで定義

され、また

∫rδεc
ij（r）dr＝0

∫rε0
ij（r）dr＝δijη∫rc（r）dr＝δijηc0

∫rCijklδεc
ij（r）ε0

kl（r）dr＝∫rCijklδεc
ij（r）δεc

kl（r）dr…（34）

の関係を用いた。なおこの最後の式は、δσc
ij（r）≡Cijkl｛δεc

kl

（r）－ε0
kl（r）｝とおいて、ガウス積分と平衡方程式（σc

ij, j

（r）＝0→δσc
ij, j（r）＝0）、および物体表面における力の釣合

条件（表面にかかる圧力は0と仮定）から

∫S
δσc

ij（r）ui（r）njdS－∫rδσc
ij, j（r）ui（r）dr＝0，

（∵δσc
ij（r）nj＝0，δσc

ij, j（r）＝0）

であり、上式のガウス積分（部分積分）を元に戻して、

∫rδσc
ij（r）δεc

ij（r）dr＝0

∫rCijklδεc
ij（r）｛δεc

kl（r）－ε0
kl（r）｝dr＝0

∴∫rCijklδεc
ij（r）ε0

kl（r）dr＝∫rCijklδεc
ij（r）δεc

kl（r）dr

のように導かれる。njは物体表面の法線ベクトル成分である。

［ステップ5］

さて以上においてまだ均一歪－εc
ijが決まっていない。－εc

ijは

通常、物体全体に関する拘束条件が、以下の4種類の境界条

件のいずれであるかに応じて決定される。

dk
（2π）3

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2
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（1）物体全体の境界が固定され、かつ外部から何の作用も

受けていない場合

境界が固定されているので、均一歪は許されない。したが

って、

－εc
ij＝0………………………………………………（35）

である。

（2）物体に一定の均一外部歪が作用している場合

これは例えば、固溶体状態にある物体が、熱膨張等によっ

て均一に膨張・収縮したいが、境界が固定されているために

変形できず、均一に歪んでいる状態を初期状態として相分解

が生じるような場合である。この場合、固溶体に初期に導入

されている均一歪を－εa
ijとすると、

－εc
ij＝－εa

ij ……………………………………………（36）

と置くことによって計算することができる。

（3）物体全体の境界が固定されていない場合

（外力がない場合）

この場合、物体は自由に膨張・収縮することができる。し

たがって、定常状態における均一歪は、

＝0 …………………………………………（37）

の条件を満足する。具体的に、この式に式（33）を代入して、

均一歪を

＝Cijkl－εc
kl－Cijklδklηc0＝0

∴－εc
kl＝δklηc0 ………………………………………（38）

のように決定することができる。

（4）物体全体の境界が固定されていない場合

（外力σ
a
ijが作用している場合）

この場合、まず物体のギブス自由エネルギーが、

G＝Estr－σa
ij－εc

ij ……………………………………（39）

にて与えられる。定常状態における均一歪は、上記（3）の

時と同じように

＝0……………………………………………（40）

の条件を満足するので、具体的にこれに式（39）と（33）を

代入して、均一歪は

＝Cijkl－εc
kl－Cijklδklηc0－σa

ij＝0

∴－εc
kl＝C－ 1

ijklσa
ij＋δklηc0 ……………………………（41）

のように決定される。C－1
ijklはCijklの逆行列であり、弾性コン

プライアンスSijklに等しい。

このように、物体全体の拘束条件から均一歪場が決定され

る。したがって、以上から弾性歪エネルギーやギブス自由エ

ネルギーを求めることができる。

ところで、式（38）を用いて弾性歪を表現すると、

εel
ij（r）＝εc

ij（r）－ε0
ij（r）＝－εc

ij＋δεc
ij（r）－ηδij c（r）

＝δijηc0＋δεc
ij（r）－ηδijc（r）＝δεc

ij（r）－ηδij｛c（r）－c0｝

となり、これは「均一歪場の平衡条件を考慮すること」と、

「eigen歪をε0
ij（r）≡ηδij｛c（r）－c0｝とおくこと」が等価であ

ることを意味している。

また以上は弾性率が定数である場合の定式化であるが、弾

性率が濃度場などの秩序変数の関数となっている場合の定式

化法もすでに考案されており、詳細についてはHuらの文献

5）を参照していただきたい。なお組織形成過程における弾

性歪エネルギーを計算する場合には、c（r）がc（r，t）のよ

うに時間tの関数になるので、組織形態が時間変化するたび

に逐次、以上の計算を繰り返すことになる。

4 まとめ

以上、弾性歪エネルギーの定式化について、Cahnのスピ

ノーダル分解理論に利用されている評価式とKhachaturyan

の弾性歪エネルギー評価式について説明した。ここでは、秩

序変数として濃度場のみを取り上げたが、他の規則度場等の

秩序変数が複数関与してくる場合でも、基本的な定式化手順

は同じである。異なる点は、eigen歪が濃度場だけでなく他

の秩序変数も含めた、組織形態を表現する秩序変数全体の関

数として定義される点である。これによって、濃度場や規則

度場のデータがeigen歪場のデータに変換され、これと物体

全体の拘束条件を境界条件として、弾性歪エネルギーが決定

されるのである。
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