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Stochastic Resonance

1 はじめに

確率共鳴（Stochasitc Resonance1））＊ 1とは、非線形な力

学系において微弱な信号の検出性能が適度なノイズの下で最

大化されるという現象である。すなわち、確率共鳴では信号

の検出にノイズが役に立つというのである。確率共鳴は、初

め、氷河期のサイクル（約10万年）と地球の軌道の離心率の

わずかな変動サイクル（同じく約10万年）とを関係付ける理

論 2, 3）として提案された。その後、多くの研究がなされ＊ 2、

シュミットトリガー回路、リングレーザー、SQUIDなどの

物理系での実験も行われている。また、特に生物系において

その重要性が着目されており、たとえば、ザリガニの感覚神

経系9）、ヘラチョウザメのプランクトンの感知10）、人間の触

覚 11）などにおいてノイズが役に立つことが実験的にも確か

められてきている。以下では、この確率共鳴について紹介し

たい。

2 双安定系

地球温度の変動は、太陽放射の吸収と熱輻射のよる放出と

の熱収支のバランスによってひき起こされる。一旦、氷で覆

われはじめると反射率が大きくなって太陽放射の吸収率が下

がり低温化が促進される。逆に、氷が融けはじめると太陽放

射の吸収率が上がり低温化が促進される。このように地球は、

氷河期と間氷期という2つの安定な状態を持つ双安定系であ

ると言える。また、大気の循環や海流などの短い時間スケー

ルでの熱収支の変動の影響は、長い時間スケールでの変動に

対してはノイズとして扱うことができるであろう。さらに、

地球の軌道の離心率の周期変動の結果として太陽からの放射

量は周期変動し周期的な外力の役割を果たす。

以下では、まず、双安定系について紹介し、さらにノイズ

が加わった場合の運動について考える。

力学の問題として双安定系を考えるために、次の式に従う

質量mの物体の1次元の運動を考える。

m ＋γ ＝－ ＋ f………………………（1）

ここで、tは時刻、xは位置、Vはポテンシャルエネルギー、

γは摩擦係数、fは外力を表す。摩擦係数が大きく慣性力が

無視できる場合（過減衰極限）には、γ－1t→tとおきかえて、

＝－ ＋ f ……………………………………（2）

が得られる。f＝0の場合には、Vの極小点は安定な静止状態

である。たとえば、

V（x）＝－ x2＋ x4 …………………………（3）

f＝0の場合には、V（x）の2つの極小点x＝±1を安定状態と

して持ち、V（x）の極大点x＝0以外の任意の初期値から出発

した軌道は時間とともにx＝1またはx＝－1へと漸近する。

このような2つの安定状態を持つ系は双安定系と呼ばれてい

る。

f≠0の場合にも、fが有界で十分に微弱であればポテンシ

ャルの極大点を越えることが出来ないため、いずれかの極小

点の近傍へと漸近しその近くにとどまることになる＊ 3。一

方、fがガウシアンホワイトノイズξ（t）＊ 4などの場合には、

ポテンシャルの極大点を越えることが可能となり、1つの極

小点の近傍から別の極小点の近傍への遷移が起こる。
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＊1 確率共振と訳されることもある。
＊2 たとえば、文献4，5，6，7，8）のレビューを参照。
＊3 氷河期、間氷期の場合にも、離心率変動の大きさは微弱でこれのみによって2つの状態の間の遷移を説明することは出来ない。
＊4 ξ（t）はノイズ強度をDとして〈ξ（t）〉＝0,〈ξ（t）ξ（s）〉＝2Dδ（t－s）を満たす。
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Kramers12）は、ノイズ強度Dが小さい場合に、極小点xmの

近傍から極大点x0を越える際の単位時間当たりの遷移率（平

均遷移回数）が

r（xm）～－（2π）－ 1√─V”─（xm）─│─V”─（x0）─│e－ΔV/D …………（4）

というArrhenius型の式により与えられることを示した。た

だし、ΔV≡V（x0）－V（xm）であり、V”は2階微分を表す。

今の場合、図1に示すようにx＋，x－の2つ極小を考えている

のでx＋→x－，x－→x＋のそれぞれの遷移率がW＋≡r（x＋），

W－≡r（x－）となる。

図2は、式（2）、（3）について、f＝ξ（t），D＝0.1の場合

のx（t）を示したものである。このように軌道は、2つの谷

（極小点）の間を確率的に遷移する。

3 確率共鳴

ノイズの他に微弱な周期信号が外力として加わっていると

し、

f＝A sin（Ωt）＋ξ（t）………………………………（5）

の場合について考える。図3は、A＝0.11，Ωs＝π/ 500，

D＝0.03，0.1，0.5についてx（t）を示したものである。ノイ

ズ強度の小さいD＝0.03の場合には、2つの谷の間の遷移が

起こり難く周期信号の影響はそれぞれの谷の中での小さな変

動として現れている。一方、ノイズ強度の大きいD＝0.5の

場合には、2つの谷の間の遷移が頻繁に起こるが、周期成分

はノイズに埋もれその強度はやはり小さいものとなってい

る。ところが、中程度のノイズ強度であるD＝0.1の場合に

は、2つの谷の間の移り変わりが周期信号を反映したもとの

なっていることがみてとれる。すなわち、この系では、ノイ

ズ強度が適度な場合においてのみ、微弱な周期信号が増幅さ

れるという奇妙な特徴を持つ系であるといえる＊5。

この性質をはっきりと見るためにパワースペクトル
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図2 ガウシアンホワイトノイズ f＝ξ（t），D＝0.1の場合のx（t）
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図3 f＝A sin（Ωt）＋ξ（t），A＝0.11，Ω＝π/500，（a）D＝0.03，
（b）D＝0.1，（c）D＝0.5の場合のx（t）。A sin（Ωt）も同時に示
してある。

＊5 このことは、氷河期、間氷期の遷移の場合には、もしも図3（b）のような状況になっているのであれば、氷河期のサイクルと離心率の変動
のサイクルとが関係付くことを意味する。
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図1 双安定系のV（x）
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S（ω）＝ lim
T→∞ 〈│∫T

0
x（t）e iωtdt│2〉…………………（6）

を導入する。ここで〈・〉は、ランダムな成分に関する平均

操作を表す。図4は、図3に対応したパワースペクトルを数

値的に求めたものである。図からわかるように周期信号の角

振動数Ωの近傍でパワースペクトルは周期成分を表すデルタ

ピークと連続成分SN（ω）とからなる。そこで、出力の信号

対雑音比（SN比）をSN（Ω）と周期成分の強度の比

SNR≡ ……………………………（7）

として定義することが適切であると考えられる。

図5は、SN比と周期成分の強度を数値的に求めたもので

ある。たしかに、ノイズ強度Dの関数としてSN比があるノ

イズ強度で最大となっていることがわかる。また、非常に小

さいノイズ強度においてSN比は大きい値をとっているが、

その場合、周期成分の強度自身は小さな値をとっており入力

信号が増幅されているという状況ではない。これは、図3（a）

のように1つの谷内にのみ滞まっている運動が支配的となっ

ているためである。

図5の実線は、McNamaraら13）の2状態モデルを用いた理

論によるものであり、これによりうまく説明されることがわ

かる。次の節ではこの2状態モデルについて紹介する。

4 2状態モデル

図3を見ると、連続的な値とるx（t）の代わりに2つの谷に

対応した2つの離散的な値をとるx～（t）∈｛x－, x＋｝を用いて近

似することが妥当であると考えられる。以下では、このよう

な2つの状態を持つx～（t）について考える。周期外力がない

場合には、x～＝x－の状態からx～＝x＋の状態への遷移の遷移率

はW－であり、この逆の遷移の遷移率はW＋である。今、周

期外力の振動数がW±の大きさとくらべて十分に小さいとす

れば周期外力の影響を断熱的に取り込むことが可能となる。

すなわち、時間に依存するポテンシャル

V（x, t）＝V（x）－xA sin（Ωt）………………………（8）

を考えると、V（x, t）は常に2つの極小点を持ち、その時間

変化が十分にゆっくりしたものであれば各時刻での遷移率は

式（4）のVを式（8）で置き換えたものによって与えられるこ

とになる。このようにして時間に依存した遷移率W±（t）を

考えることができる。さらにAは十分小さいとしてAの1次

の項までをとると

W±（t）～－（2π）－ 1√─V”─（x±─）─│─V”─（x0）─│e－ΔV±/D

（1－ sin（Ωt））………………………………（9）

と与えられる。（W±（t）＞0）ここで、x±，x0はA＝0の場合

の極小点、極大点であり、ΔV±≡V（x0）－V（x±），Δx±≡

x±－x0である。

時刻tでx～（t）＝x＋，x～（t）＝x－である確率をそれぞれn＋（t），

n－（t）とすると

＝W－（t）n－（t）－W＋（t）n＋（t） ………（10）

＝W＋（t）n＋（t）－W－（t）n－（t） ………（11）

が成り立つ。Δn（t）≡n＋（t）－n－（t）とおけばn＋（t）＋n－

（t）＝1であるので

＝－［W＋（t）＋W－（t）］Δn（t）－W＋（t）

＋W－（t）………………………………（12）

となり、これを解いて

dΔn（t）
dt

dn－（t）
dt

dn＋（t）
dt

AΔx±
D

∫Ω＋εΩ－εS（ω）dω
SN（Ω）
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図5 SN比と周期成分強度のノイズ強度依存性。記号はシミュレー
ションの結果、実線は理論を表している。
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Δn（t）＝e－R（ t, t0）Δn（t0）

－∫t

t0
e－R（ t, s）［W＋（s）－W－（s）］ds………（13）

となる。ただし、

R（t, s）≡∫t

s
［W＋（s’）＋W－（s’）］ds’………………（14）

である。t－ s→∞のときR（t, s）→∞であることより、t0

→－∞として定常状態を求めると

Δns（t）＝－∫t

－∞
e－R（ t, s）［W＋（s）－W－（s）］ds …（15）

となる。また、外力の周期T s≡ 2π/ΩについてW ±（t＋

Ts）＝W±（t）であることよりΔns（t＋Ts）＝Δns（t）であるこ

とが確かめられる。このΔnsを用いると

Δn（t）＝e－R（ t, t0）［Δn（t0）－Δns（t0）］＋Δns（t）…（16）

と表される。

簡単のためx±＝±1であるとし、n±（t）＝（1±Δn（t））/ 2

であることに注意すると、式（16）より

Pr｛ x～（t）＝ l’│x～（s）＝ l｝

＝ ＋ ［le－R（t, s）＋Δns（t）－e－R（t, s）Δns（s）］

………………………………………………………（17）

が導かれる。ただしl, l’∈｛－1, 1｝、t＞－sである。これより、

〈x～（t）x～（s）〉

＝Σ
l, l’

ll’Pr｛ x～（t）＝ l’│x～（s）＝ l｝Pr｛ x～（s）＝ l｝……（18）

＝Σ
l

lPr｛x～（s）＝ l｝［l e－R（ t, s）＋Δns（t）－e－R（ t, s）Δns（s）］

………………………………………………………（19）

＝e－R（ t, s）［1－（Δns（s））2］＋Δns（t）Δns（s） ……（20）

が得られる。ここで、

Pr｛x～（s）＝ l｝＝ ＋ Δns（s）

を用いた。また、〈x～（t）〉＝Δns（t）である。式（20）を用いて

時間相関関数は、

C（τ）≡
─
x
─
（t
─
＋
──
τ）
──
x（t）≡ lim

T→∞ ∫T

0
x（t＋τ）x（t）dt

………………………………………………………（21）

＝ ∫Ts

0
〈x（t＋│τ│）x（t）〉dt ……………………（22）

＝ ∫Ts

0
e－R（t＋│τ│, t）［1－（Δns（t））2］dt

＋ ∫Ts

0
Δns（t＋τ）Δns（t）dt …………………（23）

と求まる。ここでR（t＋Ts, t）はtには依存しない正の定数で

あることに注意すると、式（23）の右辺第1項は｜τ｜→∞のと

き指数関数的に減衰することがわかり、これは乱雑な成分を

表している。一方、第2項はτに関して周期Tsの周期関数で

ありコヒーレントな成分を表している。

ここでWienner- Khinchinの定理

S（ω）＝2∫∞0 C（τ）cos（iωτ）dτ＝∫∞－∞C（τ）eiωτdτ

………………………………………………………（24）

を用いれば、時間相関関数からパワースペクトルが求められ

る。式（23）の第1項からは連続成分SN（ω）が、第2項から

はデルタピークが得られる。

ここで、さらに状況を簡単にするためにV（－x）＝V（x）の

ような対称性を持つと仮定する。この場合、x0＝0，ΔV＋＝

ΔV－，Δx±＝±1，V”（x＋）＝V”（x－）となり

W±（t）＝r（1－＋αcos（Ωt））………………………（25）

（r＞0，0＜α≡A/D＜1）の形に表される。すると、R（t＋

｜τ｜, t）＝2r｜τ｜であるので

Δns（t）＝2rα∫t

－∞
e－ 2r（t－ s）cos（Ωs）ds …………（26）

＝ ……………………（27）

となる。ここで、φはeiφ≡（2r＋iΩ）/√──4r 2──＋Ω2により定義

した。さらに

∫Ts

0
e－R（t＋│τ│, t）［1－（Δns（t））2］dt

＝e－ 2r│τ│（1－ ） …………………………（28）

であるので

SN（ω）＝ （1－ ）………………（29）
が得られる。また、デルタピークは、

2r 2α2

4r 2＋Ω2

4r
4r 2＋ω2

2r 2α2

4r 2＋Ω2

1
Ts

2rαcos（Ωt－φ）

√──4r 2──＋Ω2

1
Ts

1
Ts

1
Ts

1
T

1
2

1
2

l’
2

1
2
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∫∞－∞［ ∫Ts

0
Δns（t）Δns（t＋τ）dt］eiωτdτ

＝ ［δ（ω－Ω）＋δ（ω＋Ω）］……………（30）

と求まる。これより、SN比は

SNR＝πrα2（1－ ）－ 1

～－πrα2∝ exp（－ ）…………………（31）

と求まる。図5の実線はこれを図示したものである。また、

周期成分の強度については式（30）の右辺の係数を図示した

ものである。図5においてのDが小さいところでのずれは、

2状態モデルでは1つの谷内での運動が説明出来ず、Dが小

さい場合には1つの谷内での運動が支配的になるためであ

る。

5 興奮性を持つ系における確率共鳴

神経細胞は興奮性を持つ系であると言われる。すなわち、

外部からの刺激が無いまたは弱ければ静止状態を保つが、あ

る程度以上の刺激を受けた場合にパルス的な変動（発火）を

示し再び静止状態へ戻るという特性を持つ系である。このよ

うな興奮性を持つ系の例として、FitzHugh－南雲方程式や

位相φのみによって記述された

＝1－ε－sinφ ………………………………（32）

（0＜ε＜＜1）のような系がある。この様な系においても外力

として微弱な周期信号とノイズがある場合に、発火のパルス

列を観測しそのパワースペクトルからSN比を求めると、や

はり、適度なノイズ強度においてSN比が最大化されること、

また、その様子はパルス列に対して生起率が時間に周期的に

依存するポアソン過程を用いてモデル化することで、SN比

がノイズ強度に対して式（31）と同様の式に従うことが示さ

れている9）。さらに、ザリガニの感覚神経を用いた実験にお

いても同様の現象が確かめられている9）。

このように、確率共鳴は、双安定系および興奮性を持つ系

において見られるが、より広い系について見られることも知

られている。また、外力についても周期的なものだけではな

く非周期的な信号に対しても見られ、この場合にはSN比の

代わりに入力と出力の相関係数が適度なノイズ強度で最大化

される。さらに、興奮性を持つ系では、確率共鳴と類似の現

象として、外力としてノイズのみがあった場合に生成される

パルス列の周期性の度合いが適度なノイズ強度で最大化され

るいうコヒーレンス共鳴（coherence resonance）と呼ばれ

る現象もある。

6 おわりに

これまで、力学的な時間変動をともなう系について確率共

鳴現象を見てきたが、より単純な静的な系においても確率共

鳴に類似した現象、すなわちノイズが役に立つという現象が

存在することを紹介する。たとえば、x1，x2，…，xNがある

パラメータを持つ確率過程の実現値であるとし、cを定数と

して

yn＝h(xn）＝｛ …………………（33）

が観測されているとする。パラメータの事前分布と確率過程

の詳細がわかっている場合に、測定器h（x）を通して観測さ

れたy1，y2，…，ynからパラメータをベイズ推定するという

問題を考える。すると、ξnを強度Dのランダムノイズとし

てh（xn）の代わりにy～n＝h（xn＋ξn）を観測してパラメータを

推定したとすると、その推定誤差は最適なノイズ強度におい

て最小化され得ることが示されている 14）。このようなこと

が起こるためには、h（x）が階段関数であるということが重

要ポイントである。実際、h（x）が単調で逆を持つような関

数の場合には、ξn＝0の場合に推定誤差は最小となること

示すことが示される。しかしながら、観測の際に制御出来な

い誤差ηnがあって

y n＝h（xn＋ξn）＋ηn………………………………（34）

となるような状況では、h（x）が逆を持つ場合であっても必

ずしもD＝0の場合に推定誤差が最小となるとは限らずノイ

ズが役に立つことがある。例えば、図6のようにh（x）が区

分線形で両端の区間での傾きが小さく中間での傾きが大きい

場合には、ηnによる誤差のために実質的には式（33）の階段

1， if xn＞－c
－1， if xn＜c

dφ
dt

ΔV
D

A2

D 2

2r 2α2

4r 2＋Ω2

2πr 2α2

4r 2＋Ω2

1
Ts

h (x)

図6 可逆で区分線形なh（x）の例
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関数の場合と同様の状況となり、ξn＝0ではなく、あるノ

イズ強度において推定誤差が最小となり 15）ノイズが役に立

つのである。

今の例で見たように、システムのパラメータが自由に設定

でき、ノイズが完全に制御できる場合には、ノイズが役に立

つということは無いように思われる。しかしながら、どうし

ても避けられないノイズがある場合に、ノイズが無いことを

前提に設計されたシステムはうまく機能するであろうか、ま

たは、うまく機能するとしてもノイズがない場合に比べて性

能はどれほど低下するであろうか。確率共鳴という現象は、

ノイズが存在しても機能するシステムではなく、ノイズをう

まく利用したシステムを構成することが可能であることを示

唆している。実際、生物は確率共鳴により積極的にノイズを

利用している可能性がある9 - 11）。これは、生物が進化の過程

でノイズを利用するという戦略を必然的に採用した結果であ

ると考えられるのではないだろうか。
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