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	1	 はじめに

金属材料組織の特徴付けは、これまで主に長さや、面積、

体積といった「量」を定量化することによって行われてきた

が、最近では入り組み度や、連結度といった組織の複雑性

を示す特徴値を位相幾何学や微分幾何学に基づいて解析す

ることが可能になってきている。位相幾何学や微分幾何学の

情報を得るためには組織の三次元（3D）構造を知る必要があ

る。3Dグラフィックス技術の発達は近年著しく、医療・材

料・建設など各分野へ適用が進められている。本稿では、位

相幾何学、微分幾何学に基づいて3D組織像を定量化する試

みについて述べる。この知見をパーライト組織に適用した結

果についても触れる。

	2	 	医療分野などの3D研究例と	
材料分野におけるその有用性

他分野における組織評価の取り組みを見ると、参考になる

ことが多い。例えば、骨粗鬆症は、加齢などにより骨密度が

減少する疾患で、我が国では1,000万人程度の患者が存在し、

高齢者が寝たきりになる原因の上位を占める大腿骨頸部骨折

の素因と言われ、この克服は国民的課題である1）。医療材料

研究者はこの予見のために、従来の骨密度評価から一歩解析

法を進め、臨床X線CT画像やマイクロX線CT画像を再構

築した3D像を使って骨梁幅、骨梁数、骨梁間隙の評価を行

い、計測結果から骨粗鬆症やリューマチの進行、投薬効果の

定量化を可能としている2,3）。さらに3D-CT画像をもとに有限

要素法解析を行い、骨の強度評価が行われている4）。胎児の

検査のために、胎児を3Dで観察し、さらに経時的要素を加

えて、四次元（4D）観察することにより、胎児の立体的な動

きを可視化する4D超音波装置もすでに実際の医療現場に配

備されている。

このほかにも、ポリマー材料の3D評価は歴史も長く5）、タ

イヤのゴムの複相組織を3D評価している例 6）がある。鋳型

を作る際に用いられる油砂の連結性の評価にも3D評価が用

いられている。

それでは金属材料組織の形態評価の現状についてみてみ

たい。二次元（2D）の組織写真上に描いた試験線と粒界や第

二相との交点数を数えることによって、定量組織学に基づい

て、粒径、面積、体積率などの組織特徴値が求まる 7）＊。こ
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＊　（ⅰ）等方的な組織における線分率、面積率、体積率間の関係と粒径の算出法
等方的な複相組織に於いて、複数の観察面上から求めた平均面積率（ĀA）と体積率（VV）の間には以下の関係式が成立する。
　　ĀA＝VV

また観察面において複数の試験線を引いたときに、第二相を横切る平均線分率（L−L）と面積率（AA）、体積率（VV）の間には次の関係式が成
立する。ĀAからも、L−Lからも体積率を求めることができるが、精度はĀAから求めた方が高い。
　　L−L＝ĀA＝VV　　L−L＝VV，ĀA＝VV

体積率（VV）を平均面積率（ĀA）から求める際に、観察面の配向をランダムにする必要はない。一方、平均線分率（L−L）から求める際には試験
線はランダムに描く必要がある。
単位体積あたりの表面積（SV）は、単位長さあたりで切られた界面の数（N− L）を用いて求めることができる。
　　SV＝2N− L

単位面積あたりの線状図形の全長（LA）とN− Lの間には次式の関係がある。
　　LA＝π/2・N− L

二次元断面における粒半径をr’とすると、切断面の面積πr’2 の平均値は次式で与えられる。

　　π（r’）2 ＝∫
r
oπ（r2 −h2）dh

r  ＝ 2
3 πr2

したがって、二次元断面における粒半径の測定値r’と、真の半径rとの関係は次のようになる。
　　r＝1.22r’
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れらの2D組織特徴値を機械的特性予測モデルに入力しても

予測された機械的特性と実測値間の差が大きくなることがあ

り、入力する組織データの精度の向上が永遠の課題とされて

いる。鉄鋼材料におけるフェライトや、ラスマルテンサイト

の靭性は平均粒径や、ブロック径で整理されるが、必ずしも

等軸でない粒径、ブロック径と靭性との関係をより拡張して

議論できるパラメーター（例えば、単位体積あたりの表面積）

が望まれる。結晶粒は多面体である（面も必ずしも平坦とは

限らない）が、その特徴は粒界面（二つの隣接粒の境界面）、

エッジ（三つの隣接粒の境界線）、コーナー（四つの隣接粒の

接点）の数で表現できる。再結晶や、粒界からの相変態・析

出を考える場合、母相形態をこれらの数でより精緻に評価す

ることが必要となる。粒界を伝播する亀裂は観察面直下では

どのようになっているのか想像するしかない。いずれも、ナ

ノ析出物から結晶粒径オーダー（数百マイクロメーター）まで

実際の形態を3D観察して、そして評価することが必要である。

材料研究の分野においても、ありのままの組織形態を理

解することを目的として、様々な3D/4D観察法が開発され

ている。その対象サイズは、ナノメートルオーダーからキロ

メートルオーダーまで広い。対象サイズに応じて種々の3D

可視化法が開発されており、対象サイズが大きいほうから、

中性子線・X線トモグラフィー法 8）、シリアルセクショニン

グSEM/EBSD像の3D再構築法 9－11）、TEMトモグラフィー

法 12）がある。本稿では主に数十nmオーダーから数百マイク

ロメーターオーダーまでの3D組織評価が可能なシリアルセ

クショニング法について詳述する。X線トモグラフィー法 8）、

TEMトモグラフィー法 12）については優れた解説があるので

そちらを参照していただきたい。

	3	 3D	SEM/EBSD法

3.1　三次元可視化手法

3.1.1　三次元化事例

研磨と、観察を繰り返すことによって得たシリアルセク

ショニング像を、コンピューター上で位置補正（アライメン

ト）をした後、ネットを掛けて連続化（レンダリング）するこ

とによって三次元像が得られる11）。得られた三次元像は、任

意の方向から観察することができ、任意の断面像を見ること

も可能である。一例として、シリアルセクショニング像を模

した図1のような連続像をレンダリングソフトウェア―で三

次元再構築した結果を図2に示す。図2は tunnelと空洞をそ

れぞれ一つずつ含む直方体である。

実際のシリアルセクショニング像を三次元再構築した例を

図3に示す。パーライト中（図3a）のセメンタイトには複数の

穴があいていること 13,14）、ラスマルテンサイト（図3b）のパ

ケット組織が入り組んでいること15,16）、bcc相が粒界面よりも、

（ⅱ）完全面配向組織における真の間隔の算出方法
完全面配向する組織例として、パーライト組織のセメンタイトの真の間隔（σ0）を取り上げると、観察面上で長さLの試験線と交差するセメンタイ
トの数（n）から平均切片間隔（l−）が求まる。
　　l−＝L/n
n個のセメンタイト板が長さLの試験線と交わったとすると、単位長さあたりで切られた界面の数（N− L）は次式で与えられる。
　　N− L＝2n＝2L/l−

単位体積あたりの表面積（SV＝SV（cementite）＝SV（ferrite））は上述したように、
　　SV＝2N− L

で与えられるので、
　　SV＝4L/l−

を得る。また、セメンタイト板の真の平均間隔をσ− 0（観察面上でのみかけの間隔σとは異なるので注意を要する）とすると、
　　SV＝2/σ− 0

であるので、
　　l−＝L/n＝2σ− 0

となる。

図1　画像処理ソフトで作成した複数の断面図

図2　 図1のシリアルセクショニング像の再構築3D 像 
（Tunnel、ボイドを含む直方体）
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粒界エッジやコーナーに優先析出していること（図3c）17）など、

これまでの二次元観察ではわからなかった新しい知見が見出

されるようになってきている。

3.1.2　三次元再構築

得たシリアルセクショニング像を三次元再構築する際には

様々なステップを踏むことになる。その一連のプロセスを図

4に示す。それらの過程は、reading、stacking、alignment、

binarization、filtering、complement、crop、labeling、3D化、

smoothing、quantificationである。ここで labelingとはある

断面では分断しているように見えても三次元的にはつながっ

ている物体を同色で表示するプロセスである。この色の数を

数えることによって、対象物の数が分かる。

3.2　3D像の定量化手法

得られた3D像を定量化し、材料特性と関連付けることが

重要な課題の一つになっている18）。組織形態を評価する際に

通常用いられるパラメーターは結晶粒径、体積率である。し

かしながら、たとえ同じ結晶粒径・同じ体積率の組織であっ

ても、第二相の連結度、入り組み度（しわしわ率）が異なる

場合があり、それが材料の信頼性や機械的特性に影響してい

ることも考えられる。ここでは、組織の連結度や入り組み度

を種数（g）、ガウス曲率（K）、オイラー標数（χ）を使って表

現する手法について述べる19－21）。

組織の3D幾何学を議論する際に基本となるのは位相幾何

学の分野で有名な（1）式のオイラー・ポアンカレの公式である。

 χ（X） ＝ Σ［k＝0 to dimX］（－1）k・b_k（X）   （1）

ここでdimXは今対象とする物体 Xの次元である。b_k（X）

はXのk次元ベッチ数と呼ばれるもので、物体Xのk次元の

位相的な特徴を表す数である。（1）式を2次元、3次元に対し

て書き下して見ると、

 χ（2） ＝  （－1）0・b_0（X） ＋ （－1）1・b_1（X） ＋ （－1）2・

b_2（X） ＝ b_0（X） － b_1（X） ＋ b_2（X） 

    （2）

 χ（3） ＝  （－1）0・b_0（X） ＋ （－1）1・b_1（X） ＋ （－1）2・

b_2（X） ＋ （－1）3・b_3（X） ＝ b_0（X） － b_1

（X） ＋ b_2（X） － b_3（X）   （3）

がそれぞれ得られる。ここで、Xの0次元～3次元ベッチ数は

 b_0（X）＝Xのvertexの数v

 b_1（X）＝Xのedgeの数e

 b_2（X）＝Xの faceの数 f

 b_3（X）＝Xのcellの数c

で与えられる。したがって、物体Xの表面の話だけを考えよ

うという立場ならば、2次元の話であり、

 χ（2） ＝ v－e＋ f   （4）

を使うことになり、一方Xを中身のつまった3次元の物体（数

図3　 金属組織の3D 像 
（a）パーライト中セメンタイト、（b）ラスマルテンサイトのブロックとパケット、（c）fcc母相の粒界に生成したbcc相

図4　シリアルセクショニング像の3D再構築プロセス
（a）stackファイルのreading、alignment、（b）binarize、（c）filtering、
（d）complement、（e）crop、（f）labeling、（g）3D、（h）smoothing
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学では多様体という）として考えるということであれば、

 χ（3） ＝ v－e＋ f－c   （5）

となる。

例えば、立方体のオイラー標数は、v＝8、e＝12、f＝6、

c＝1であることから、サイズによらず常に、χ（2）＝2、χ（3）

＝1となる。三角柱や、四角錐など、膨らませれば球に近付

くと閉じた立体のオイラー評数もχ（2）＝2、χ（3）＝1とな

る。このオイラー・ポアンカレの公式は、立体を構成する面

を多角形（通常、三角形）でどれだけ細分しても成立し、オ

イラー標数は長さや、面積に依存しない不変量である。

オイラー標数、ガウス曲率の全積分値（Ktotal）、種数（g）の

関係は以下で与えられる。

 g ＝ 1－Ktotal / 4π＝1－χ（3）   （6）

gは規定の空間を貫通した領域（トンネルあるいはハンドル

と呼ばれる）の数hと、独立した閉じた空間（ボイド）の数v、

独立した対象物の数bを使って、次式でも与えられる＊。

 g＝h－（v＋b）＋1   （7）

いま、（5）式よりオイラー標数が求められれば、（6）式よりガ

スウ曲率、種数が得られる。この（6）式はガウス曲率といっ

た「微分幾何学」（硬い幾何学と呼ばれることがある）で得ら

れる特徴値と、オイラー標数、種数といった「位相幾何学」

（軟らかい幾何学と呼ばれることがある）の特徴値を結び付

けるGauss-Bonnetの定理と呼ばれる。逆に、局所的なガウ

ス曲率を求めて、その積分値が分かれば、種数やオイラー標

数が算出できる。さらに、（7）式により、現在調べている空

間すべてについてボイドあるいは球状の析出物の数、対象物

の数を求めれば、（6）式で得た種数の値を用いてハンドルあ

るいは棒状の析出物が求められるのである。以上の式を使っ

て、実際に仮想形状の特徴値評価を行った結果を図5に示す。

ここでガウス曲率（K）とは、ある点における主曲率（最大

曲率K1と最小曲率K2）の積である。サッカーボールやフット

ボールはどの点においても最大曲率、最小曲率ともに正の値

となるので、ガウス曲率は正となる（図6左例）。棒状の物体

（中列）の最大曲率は正であるが、最小曲率は零となるので

ガウス曲率はゼロである。馬の鞍状（右列）のように入り組

んだ物体では最大曲率は正で、最小曲率は負のためガウス曲

率は負の値をとる。図7の模式図に示すように、卵パックの

ような入り組んだ物体はガウス曲率は正、負の値を交互に取

ることになる。またその“でこぼこ度”はガウス曲率の絶対値

が大きいほど大きくなる。このほか、物体の形態を表す曲率

として、平均曲率（H）があり、これは主曲率の平均値で表わ

される。平均曲率は湾曲度を表しており、Gibbs-Thompson

効果を通して濃度勾配と密接に関係している重要な因子の一

つである。（8）式は平均曲率（H）と溶質濃度（C）の関係を示

すGibbs-Thomsonの式 22）である。C0は平衡溶質濃度、γsは

表面エネルギー、Ωは原子体積、kはボルツマン定数である。

平均曲率が高いと、平坦な部位に比べて溶質濃度が高くなり

図5　仮想形状の位相幾何学および微分幾何学解析結果

＊　（6）（7）式より、χ（3）とh、v、bの間に次の関係が成立する。

　　χ（3）＝（b＋v）−h

ここで簡便化のため、v＝0とする。この場合、χ（3）は孤立した物体の数（b）とその個々の物体を貫通する穴の数（h）の差で与えられる。連結性
（connectivity：C）とは、物体を二つに分けることなく物体を切断できる回数と定義できる。球の場合、一回の切断で物体が分割されるのでC＝
0である。トーラス形状の場合ではC＝1となり、二人用の浮き輪形状の場合ではC＝2となる。ここでC＝hであることが分かる。我々が扱う組
織の大半ではh＞＞bであるので、χ（3）の絶対値は連結性を簡便に表す値ということになる。すなわち、hやχ（3）（の負の値）が大きいほど連結
性が大きい組織といえる。分散性は物体の数（b）で評価できる。
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濃度勾配ができる。よって拡散が促進され、組織変化が速く

なることが予想される。

 C ＝ Co［1 ＋ 
2γsΩK

kT
］ ＝ Co ＋ αH   （8）

平均曲率（H）とガウス曲率（K）を求める方法として、陣

内ら23）は以下の方法を提案している（図8）。同じパッチで構

成される距離dだけ離れた二枚の平行な面の面積（A）を求め

ることにより、（9）式からHとKを求めることができる。

 A（d, p） ＝ A（0, p）（1 ＋ 2H（p）d ＋ K（p）d 2）   （9）

いま個々の場所でのガウス曲率が求まったとする。その積

算値Ktotalから、（6）式を通してオイラー標数（χ）や、種数（g）

が求まる。また、対象物のラベリング数から物体の数（b）が

求まり、一方母相（バックグラウンド）のラベリング数からボ

イドの数（v）が求まる。したがって貫通した穴（ハンドルあ

るいはトンネル）の数（h）が（7）式から求められる。

物体の個々の場所におけるHとKを求め、H-Kプロット（散

布図、図9）を作成することにより形態の成分を定量評価す

ることが可能である。α相（母相）とθ相（第二相）の二相組

織を考えると、θ相が球状である場合、その形態はH、Kと

もに正の空間内のH2-K＝0の曲線に沿ってプロットされる。

θ相が棒状の場合、その形態はHが正の空間内のK＝0とな

るX軸に沿ってプロットされる。θ相が球状と棒状の間の場

合（凸形状）、形態はH2-K＝0曲線とK＝0線の間のH、K正

空間にプロットされる。θ相が粗大化すると、H、Kともに小

さくなり、原点に近づく。そして、板状、直方体形状になる

とその形態は原点（H＝0、K＝0）へのプロットであらわされ

る。α相の形態については、H＜0の空間にプロットされ、そ

れ以外はθ相の場合と同様である。例えば、θ相が棒状であ

るということは、θ相の形態で表現するとK＝0上のある正

のHの値を持つことになる。これはα相の形態で表現すると、

α相の中に貫通した穴があり、K＝0上の負のHの値を持つ

ということになる。H-Kプロットの密度を確率密度プロット

表示すれば、より定量的に形態成分の評価が可能となる。

3.3　3Dパーライト組織の定量解析14,24）

パーライト組織のセメンタイトには複数の穴（フェライト

で埋まっている）があいていることを図3aに示した。熱処理

過程でこのセメンタイトがどのように球状化するかについて

興味が持たれる。図10aは部分球状化処理した共析鋼のパ－

図6　主曲率（K1, K2）、ガウス曲率（K）、平均曲率（H）の説明

図7　卵パック形状を用いたガウス曲率（K）と平均曲率（H）の説明

図8　 二枚の平行面を使ったガウス曲率（K）と平均曲率（H）の求め方の
説明 23）

図9　H-K プロットによるα、θ二相組織形態の成分評価
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ライト組織である。セメンタイトの形態は板状から帯状に変

化していることが分かる。この形態の平均曲率（H）分布とガ

ウス曲率（K）分布を図10aに上書きした結果が図10b、cで

ある。この形態のH-Kプロットを図11に示す。熱処理に伴

うH-Kプロットの変化を評価すれば、形態成分の増減が分か

る。球状化処理を進めると、形態が板状、帯状、棒状、球状

へと変化すること、初期に存在しセメンタイト中の穴の数が

減少すること、などが判明しており、穴の周囲と平坦部間の

平均曲率の差に起因したGibbs-Thompson効果による濃度勾

配と板状から帯状への変化との関係が考えられる。図10の

形態はポリゴンで構成されており、v、e、f、cをコンピュー

ターで算出すれば、（5）式からオイラー標数χ（3）が求められ、

更には（6）式からgが求まる。独立したセメンタイトの数（b）

を測定し、孤立したフェライトがなければセメンタイト中の

ボイド（v）が零ということになるので、セメンタイト中の穴

の数（h）を算出できる。このようにして、微分幾何学、位相

幾何学の両観点からパーライト組織の球状化に伴う形態（成

分）変化を評価できる。

3.4　埋もれた界面の結晶方位解析25,26）

EBSD法と組み合わせることによって、埋もれた界面の結

晶方位を同定することができる。埋もれた界面の結晶方位を、

セクショニング前後の観察面上での線の移動量（dx, dy）を

使って（10）式に従って試料座標系（Ps）でまず示し、EBSD

測定で得られるRD、TD、NDの方位（u, v, w）、（l, m, n）、（h, k, 

l）を用いて（11）式に従って結晶座標系（Pc）で表す方法があ

る 17）。本手法は比較的簡便に埋もれた界面の結晶方位を求

めることができる手法である。

 Ps ＝ 
（ 1

dx ，
1

dy ，
1

dz ）

（
1

dx ）2＋（
1

dy ）2＋（
1

dz ）2

 ＝ （a, b, c）   （10）

 Pc ＝ （ u l h 
v m k 
w n l ）・（ a 

b 
c ）   （11）

3.5　分岐現象の解析

亀裂が伝播し、破壊に至るには亀裂が連続的につながる必

要がある。粒界破壊を考えると、ネットワーク状の粒界の中

からある特定の粒界が連続しているとき、亀裂はそこを伝播

して破壊に至る。この時、ある特定の粒界が全粒界の何割を

占めてれば、統計学的に連続しうるのかを議論する上で、つ

ながりの科学（パーコレーション）が有用である。パーコレー

ションは種々の現象解析に用いられている27）。例えば、上層

部に水が入ったタンクをおいて、正方格子状に張り巡らされ

た管のつなぎ部あるいは管の中央に設けたバルブを無造作に

随時開けていったときに、何割のバルブを開けると水が下方

に流れ出るかを議論する場合に用いられている（p＝0はバル

ブをすべて閉じた場合、p＝1は全部開けた場合である）。詳

しい解説は他書 27）に譲って結論だけ書くと、バルブを管のつ

なぎ部に設けた場合（サイト過程という）p＝0.5927で、管の

中央に設けた場合（ボンド過程という）p＝0.5で下から水が

流れ出るようになる。この臨界値のことを浸透閾値と呼ぶ。

表1にはいろいろな格子形状（図12）に対する浸透閾値をまと

図10　パーライト部分球状化処理材の（a）3D形態、（b）平均曲率分布（H）、（c）ガウス曲率分布（K）

図11　 部分球状化パーライト組織（973K1hr）のセメンタイトの形態成分
を示すH-Kプロット
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めて示す。管の格子形状が変わると浸透閾値は変わる。また

格子が三次元形状になった場合の浸透閾値も求められている。

このパーコレーションの科学は、箱の上下に電極を付けて、

その中に充填するようにガラス玉とパチンコ玉を詰めていっ

たときに、何割のパチンコ玉の配合にした場合に電流が流れ

るかといったことにも適用されている。

3.6　4D解析への展開

3.6.1　モデリング・シミュレーションとの連携

3D像はノードを線（エッジ）で結んだ小さなポリゴンで構

成されている。一つ一つのノードの座標やガウス曲率をアス

キーファイルで保存することができる。連結度はオイラー標

数や種数（genus）で表現することも可能となった。これらの

位相幾何学的特徴値は、例えばDual phase鋼中のマルテン

サイトの形態を表すのに有効であり、マルテンサイトの体積

率や硬度とともに、これらの位相幾何学的特徴値（連結性、

分散性）を考慮した機械的特性の有限要素法モデリングが期

待される。また熱処理時には、局所的な平均曲率の差に起因

した濃度勾配が生じることをフェーズフィールド法などの組

織モデリングへ展開することが期待される。

3.6.2　動的測定との連携

加熱中や変形中の組織変化を同一視野で観察し続ける動

的その場測定 28）（高温変形中その場EBSD測定ステージを図

13に示す）と3D解析を同時に進めて4D解析することは組織

解析の一つの理想である。X線トモグラフィーでは4D解析

が行われており、3D組織の変形挙動が調べられている。セ

クショニング法では試料を破壊（研磨）するため、4D解析は

できない。一つの工夫として、変形初期あるいは短時間加熱

時の組織の3D解析をすることによって、3D組織と変形組織

あるいは析出物との対応関係が理解できるものと思われる。

もう一つの方法として、一つの試料を二分割し、一つは3D

表1　いろいろな格子の浸透閾値 27）

図12　二次元格子と三次元格子 27） 図13　高温変形中その場EBSD測定用ステージ
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解析、もう一つは対応部位の組織変化をその場観察し、最後

に照合するという手法である。

	4	 まとめ

材料組織の複雑性（入り組み度や、連結性）を評価するた

めに、3D像の位相幾何学および微分幾何学に基づく解析手

法の妥当性を検討した。組織の入り組み度（でこぼこ度）は

ガウス曲率で、連結性はオイラー標数や種数で評価すること

が可能である。また平均曲率からは、Gibbs-Thompson効果

を通じて、拡散場の議論と関係づけることが可能である。3D

像からは単位体積あたりの表面積を求めることも可能であ

る。形態評価に加えて、埋もれた界面の結晶学に関する情報

取得も可能である。亀裂の伝播が破壊に至る過程にはパーコ

レーションを取り入れた解析が今後期待される。

今後の課題として、弾・塑性ひずみの3D可視化が望ま

れるが、2Dで測定した弾・塑性ひずみをただ階層化しただ

けでは不十分である。装置面の課題としては、効率のよい

全・半自動シリアルセクショニング装置の開発が、FESEM/

EBSD観察でも、光学顕微鏡観察でも望まれる。
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