
	1	 はじめに
現在、我が国の経年した鋼橋において疲労亀裂の発生が多
数報告されており、その原因解明と効果的な補修・補強や点
検等の維持管理の合理化が緊急の課題となっている。図1に
近年報告された疲労損傷の事例を示す1）。これに対し、実橋
に発生した疲労亀裂の進展挙動を数値解析により、容易かつ
高精度にシミュレートすることが可能となれば、鋼橋におけ
る疲労亀裂の発生・進展のメカニズム解明とその維持管理の
合理化に対して非常に有効な手段となりうる。
しかし、構造解析に広く採用されている有限要素法（FEM）
は、本来、連続体を対象として構築されたものであるため、
FEMを亀裂解析に適用する場合には、メッシュ生成に関し
て以下の解決すべき課題が存在する。（1）亀裂による不連続
面のモデル化のために、亀裂形状に要素境界を一致させる必
要がある。（2）破壊力学パラメータを精度よく評価するため
に、亀裂先端近傍において要素の細分化や特異要素の使用が
必要となる。（3）亀裂の進展過程を考えた場合、進展に伴い
上記（1）、（2）の複雑な処理を繰り返し行うリメッシュ処理

が必要となる。このため、既往の研究においてFEMを用い
た疲労亀裂の進展解析の実施が報告されているが、鋼橋の鋼
床版のような複雑かつ大規模な構造体に局所的に発生する疲
労亀裂の挙動を精度よく評価することは、高度な工夫とノウ
ハウを要するため容易ではない。
本稿では、このようなFEMを用いた亀裂解析を合理的に
可能とするために提案された拡張有限要素（eXtended FEM: 

XFEM）について、その定式化に関する基礎的研究および鋼
構造物に発生した疲労亀裂の進展解析への適用事例を著者ら
の取り組みや研究成果を中心に解説する。

	2	 拡張有限要素法（XFEM）
近年、上述のようなFEMにおけるメッシュ生成に関する
困難を回避するために、FEMにおける枠組みの中で、その近
似法を一般化したPartition of Unity FEM（PUFEM）が提案
された 2）。この手法は、Partition of Unity （PU）という概念を
導入し、対象とする問題の既知である解の特性を直接的に利
用する新しい近似の考え方を用いるものである。
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図1　鋼橋における疲労損傷

（a） 鈑桁橋中間横桁に発生した疲労亀裂 （b） 鋼床版橋梁のバルブリブと横リブの交
差部に発生した疲労亀裂
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さらに、このPUFEMの典型的な適用例として、拡張有限
要素法（XFEM）が提案された 3,4）。このXFEMは任意の局所
的な領域内において、要素内部に不連続性や特異性を含む関
数を節点単位で付加する「エンリッチメント」と呼ばれる高
度な近似を構成する手法である。このエンリッチメントを有
するXFEMの定式化は単純かつ明解なものであるにもかか
わらず、従来のFEMが苦手とする不連続性を容易にモデル
化することができるため、国内外において様々な適用例や高
度化の研究成果が報告されている。特にXFEMを亀裂解析に
適用した場合、通常のFEMとは異なりメッシュとは独立に
任意の亀裂の不連続面をモデル化できるため、上記のFEM

による亀裂進展解析におけるメッシュの生成に関する課題の
多くを改善あるいは解消することが可能であると考えられ
る。図2に通常のFEMとXFEMによる亀裂進展解析の比較
を模式的に示す。

XFEMを線形破壊力学に基づく亀裂解析に適用した場合、
一般的に変位場の近似uap （x）は次式のように書ける。

   （1）

式（1）において、ustd（x）は標準の有限要素近似、uJ（x）お
よびuC（x）はそれぞれ亀裂不連続面および亀裂先端特異場
に対応したエンリッチメントであり、各々次式で書ける。

   （2）

   （3）

   （4）

ここで、φI（x）は有限要素近似の形状関数、uI、bIおよび
ckI （k=1,…,4）は節点自由度である。H（x）は亀裂による変位
の不連続性を表すHeaviside関数であり、次式で書ける。

   （5）

Ω +およびΩ -はそれぞれ亀裂不連続面に対する上側および
下側の部分領域である。一方、γk （x） （k=1,…,4）は亀裂先端
近傍の特異場表す関数であり、次式で書ける。

 

  （6）

（r,θ）は亀裂先端を原点とし、亀裂先端方向をθ=0とし
た極座標である。これらのエンリッチ関数およびを図3に示
す。また、式（3）および式（4）におけるJおよびCは亀裂近
傍でエンリッチメントを付加する節点集合である。
上記はXFEMが提案された当初の定式化あり、現在も広
く用いられているものである。しかし、その後の研究によ
り、XFEMにおける近似法において不可避的に発生する一
部の節点のみにエンリッチ関数が付加された要素（Blending 

Elements: BE）において、近似精度の低下が指摘された 5）。
これにより、XFEMに関する多くの適用例は潜在的にBEの

図2　FEMとXFEMの亀裂進展解析の比較 図3　亀裂解析に用いるエンリッチ関数
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問題を有していることが明らかとなった。このBEの問題は
XFEMの本質的な問題であり、かつ実用において重大な問題
となりうる。
そこで、著者らはこのXFEMの本質的な問題であるBEの
問題を解決するために、新たなXFEMの定式化（PU-XFEM）
を行った 6）。これは、XFEMが本来PUFEMの典型的な適用
例として提案された手法であるにもかかわらず、解析モデ
ル全体の近似精度の保証を基礎としたPUFEMの近似法と、
XFEMにおいて近似精度の低下をもたらすBEの問題との間
の矛盾に着目し、PUFEMのXFEMに対する適用法におい
て、近似精度を保証する上で重要となるPUの取扱いに再検
討を加えることで、XFEMの再定式化を試みたものである。
本稿では、このPU-XFEMを亀裂解析へ適用する場合の変位
場の近似法に関して概説する。定式化の導出やその妥当性検
証に関する詳細は既報の文献6）を参照されたい。

PU-XFEMを亀裂解析に適用した場合、変位場の近似uap 

（x）は次式のように書ける。

   （7）

ここで、ϕ0 （x）とϕ1 （x）はそれらの総和が任意の位置で1となる
Partition of Unity（PU）であり（すなわち、常にφ0（x）+φC（x）=1

を満足する。）、次式で書ける。

   （8）

   （9）

また、v0（x）とv1（x）はそれぞれ標準の有限要素近似および
エンリッチメントに対応する近似関数であり、次式で書ける。

   （10）

   （11）

このように、PU-XFEMでは、「標準の有限要素近似」およ
び「エンリッチメント」に対応するPUおよび近似関数の積
の和として変位場の近似を定義する手法である。図4にPU-

XFEMを用いた亀裂解析の模式図を示す。
さらに、従来のXFEMとPU-XFEMの解析精度を比較した
結果の一例として、応力場の厳密解が既知な基本的な線形破
壊力学問題の数値解析モデルを用いた理論解との誤差分布を
図5に示す。従来のXFEMを用いた場合では亀裂先端近傍に
大きな誤差を生じるのに対し、PU-XFEMはエンリッチメン
トによって理想的な近似が再構成し、応力場が正確に再現可
能であることが分かる。

	3	 疲労亀裂進展解析への適用
ここでは、亀裂の進展挙動を2次元的に取り扱い可能な板
厚貫通型亀裂を対象としたPU-XFEMの疲労亀裂進展解析へ
の適用方法を述べる。
疲労亀裂の進展挙動は、亀裂の「進展経路」および「進展速
度」を事前に評価できれば予測することが可能となる。これ
らは共に亀裂先端における応力拡大係数範囲ΔKを用いるこ
とで評価可能であることが経験的に知られている。XFEMに
よる疲労亀裂進展解析の模式図を図6に示す。

XFEMを用いた亀裂解析において、応力拡大係数Kは領域
積分形式の相互積分法（M積分法）7-9）を用いることで、最も合
理的に評価可能であるとされている 10）。この相互積分法を用
いることで、亀裂先端近傍の変形モードを分離することが可
能となる。なお、Kは線形弾性体を仮定した線形破壊力学パ
ラメータであるため、その繰り返し荷重に対する振幅である
ΔKを評価するにあたり、外力の振幅のみを考慮すればよい。
疲労亀裂の進展経路を評価は、亀裂先端の接線応力の振れ
幅Δσθが最大となる方向θcに亀裂が進展すると仮定した次式
の最大接線応力範囲基準 11）に従うものとする。

図4　PU-XFEMにおける亀裂のモデル化と節点集合
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   （12）

この最大接線応力範囲基準に関する実験的な妥当性の検証
は、高張力鋼の残留応力場における疲労亀裂を対象に実施さ
れている 12）。
一方、鉄鋼材料における疲労亀裂の進展速度を評価する経
験則として最も一般的に用いられているのは次式で示される
Paris則である。

   （13）

ここで、Cおよびmは材料定数であるが、日本鋼構造
協会の鋼構造物の疲労設計指針・同解説では平均設計曲
線として、それぞれの定数をC＝1.50×10-11、m＝2.75、
ΔKth=2.9MPa mとすることが提案されている 13）。これらの
係数は、溶接部の高い引張残留応力の作用の下、亀裂進展速
度の遅延をもたらす亀裂閉口がない条件下で求められたもの
であり、安全側の評価となることを許容したものである。ま
た、モードI・IIの混合モードにおいては、式（13）のΔKは
次式の等価応力拡大係数範囲を用いることができる 14）。

   （14）

ここでは各計算ステップにおいて、あらかじめ指定した亀
裂の進展長さΔaにより、亀裂形状データを更新することと
した（図6参照）。応力拡大係数範囲ΔKの進展前後の計算結
果を線形補間により近似することで、式（13）より載荷回数
Nを逆算することができる。
式（12）および式（13）に示した進展則は共に応力拡大係
数範囲ΔKIおよびΔKIIに基づき評価するものであり、構造体
に生じる残留応力や死荷重などの平均応力の影響を考慮して
いない。このため、解析条件が単純化され、容易に進展挙動

のモデル化が可能となる。
近年では多くの汎用FEM解析ソフトウェアの機能が充実
し、それを用いた大規模構造物の挙動に関して解析的な検討
が実施されつつある。通常のFEMとXFEMの違いは、変位
場を近似するための内挿関数の定義のみである。そこで、著
者らは代表的な汎用FEM解析ソフトウェアのひとつである
ABAQUSに対し、PU-XFEM近似を実装することで3次元構
造体に発生した板厚方向貫通亀裂を対象とした疲労亀裂進展
シミュレーションが可能となる解析コードの開発を行った15）。
次節ではこの解析コードを使用した適用例を示す。

	4	 �実構造物における疲労亀裂進展挙
動の再現解析

ここでは、上記で述べたPU-XFEMを実装した解析コード
の平板シェルでモデル化可能な3次元構造体に発生した疲労
亀裂進展解析に関する2件の適用事例を示す。

4.1　鈑桁橋中間横桁に発生した疲労亀裂への適用
鈑桁橋中間横桁端部のフランジおよびウェブの溶接接合部
より疲労亀裂が発生し、その後ウェブ内部へと進展していく
損傷が多く確認されている。ここでは、図1（a）に示した鈑桁
橋中間横桁に発生した疲労亀裂を対象とする。確認時の亀裂
形状は、全長約55mmであり、進展初期でウェブ中央部に向

図5　従来のXFEMとPU-XFEMによる応力場の再現性解析結果

図6　疲労亀裂進展挙動のモデル化
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かい、その後徐々に鉛直上へと変化しているものであった 1）。
本検証の解析モデルとしては、中間横桁の一部材のみをモ
デル化するものとする（Model 1）。モデルの要素分割を図7

に示す。また、解析モデルにおいてボルト孔はあけず、中間
横桁に作用する荷重条件のモデル化として、ボルト位置矢印
方向に最小0.0mm、最大1.0mmの強制的な繰り返し相対変
位を与えるものとした。初期亀裂として、解析モデル全体の
寸法に対して十分に短いa0=3.5mmを実橋における疲労亀裂
の発生部位に仮定した。

以上の条件より、疲労亀裂進展解析を実施し、得られた亀
裂進展経路を図8に示す。また、図9にΔKの推移、図10に載
荷繰り返し数に対する亀裂長さの関係を示す。さらに、亀裂
進展に伴う最大主応力分布の推移を図11に示す。これらの
解析結果より、進展の序盤である亀裂長さ約60mmまでの範
囲において疲労亀裂の進展方向は、まず横桁の中央部に向か
い、その後ゆるやかに鉛直上向きへと変化した。これは、図1

（a）に示す実橋において確認された亀裂形状と同様の傾向で
ある。さらに、この疲労亀裂はその後徐々に湾曲し、進展経
路は外側方向へと変化した。最終的にはボルト位置近傍にお
いて応力拡大係数範囲ΔKが急激に低下し、その下限界ΔKth

を下回るため亀裂は停留し、横桁全体の破断には至らないも
のであると推定された。

4.2　バルブリブ鋼床版試験体の疲労試験への適用
図1（b）に示したように、鋼床版橋梁のバルブリブと横リブ
の交差部で多数の疲労亀裂が発見されている。特に、それらの
亀裂のうち、横リブのスリット下部の溶接部下端から横リブ
内部へと進展する場合が全損傷数の大部分を占めている16）。
また、この種の疲労亀裂は、実橋において様々な進展経路が
確認されており、その原因やメカニズムは明らかにされてい

図7　鈑桁橋中間横桁の有限要素モデル（Model-1）

図8　疲労亀裂進展経路の解析結果（Model-1）

図9　疲労亀裂進展に伴うΔKの解析結果（Model-1）

図10　載荷回数と亀裂長さの関係（Model-1）
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ない。ここでは、上記の疲労亀裂の発生が確認されたバルブ
リブ鋼床版の実スケール模擬試験体（図12）の疲労試験 17）を
対象として、疲労亀裂進展解析を実施した事例を示す。
試験体は、横リブ3本およびバルブリブ5本を配置して
いるが、中央の横リブと左端のバルブリブの交差部におい
て疲労亀裂が確認された。疲労亀裂の進展経路を図13に示
す。なお、疲労試験の実施範囲における最終的な亀裂長さは
a=33.1mmであった。ただし、図13の写真は疲労亀裂の発生
部位近傍を試験後に切り出したものであり、亀裂先端部のス
トップホールは本論文で対象とした疲労試験後に施されたも
のである。また、ストップホールの近傍に見える孔は、疲労
試験においてストップホール施工後に当て板補強を実施する
ためのボルト孔である。
本検証の解析モデル（Model 2）の全体図およびその要素
分割を図14に示す。また、本試験の載荷位置を図 -14（a）に

併記する。疲労試験では、最終的な載荷回数である1.8×106  

cycleに至るまで、亀裂の進展に伴い荷重を変化させている
が（図17参照）、シミュレーションでは荷重を疲労試験で得
られた亀裂長さと対応させて推移させるものとした。境界条
件としては、モデル最下部であるソールプレートの中央部鉛

図11　 亀裂進展に伴う応力場の推移（Model-1）; （a） a0=3.5mm、（b） 
a=75.3mm、（c） a=233.5mm、（c） a=364.6mm

図12　バルブリブ鋼床版の実スケール模擬試験体

図13　実験で得られた疲労亀裂の進展経路

図14　 バルブリブ鋼床版の実スケール模擬試験体の有限要素モデル
（Model-2）
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直方向変位を拘束し、水平方向変位は自由とした。初期亀裂
としては、疲労試験の序盤である載荷回数1.0×105cycleで確
認された亀裂長さa0=9.3mmを仮定した（図15（a）参照）。
以上の条件のもと、疲労亀裂進展解析を実施した。まず、
疲労亀裂の進展経路に関して解析および疲労試験の結果を比
較するため、それぞれの進展経路を重ね合わせて図15に示
す。これより、バルブリブ鋼床版の実スケール模擬試験体と
いう複雑な3次元構造体において、局所的な領域に発生した
疲労亀裂を対象としているにも関わらず、解析結果は疲労試
験の結果と非常に良い一致が確認された。したがって、用い
た解析コードにより疲労亀裂の進展経路を正確に再現可能で
あることが示された。次に、応力拡大係数範囲ΔKの推移を
図16に示し、疲労亀裂の進展速度に関して解析および疲労試
験の結果を比較した結果を図17に示す。これより、疲労試験
を実施した範囲において2倍程度安全側に評価された。ここ
で、式（13）で示した亀裂進展速度式の係数が溶接部の高い
引張残留応力の作用の下、亀裂進展速度の遅延をもたらす亀
裂閉口がない条件下で求められたものであることを考慮すれ
ば、この程度の安全側の評価は妥当なものと考えられる。以
上より、本検証における解析結果は、疲労寿命の評価におい

ても十分な実用性を有していると考えられる。

	5	 おわりに
本稿では、まず、従来のFEMを用いて大規模構造物に発生
した局所的な疲労損傷を評価する際のメッシュ生成に関する
困難と、それを解消するために提案されたXFEMを用いた亀
裂解析を概説し、その近似法の不完全性を修正した新たな定
式化（PU-XFEM）の概要を述べた。さらに、このPU-XFEM

を用いて実構造物における疲労亀裂進展挙動の再現解析を実
施し、その有効性を検証した事例を紹介した。
ここで扱ったような土木構造物は極めて大型の構造物であ
り、その一つ一つが構造、立地、使用条件の異なる特注製品
であるといえる。したがって、いま我が国が迎えつつある社
会インフラの急速な高齢化に対応可能するためには、従来の
ような実験・実測による検証や対策の立案だけでは不十分で
あるのは明白である。今後は、ここで紹介したXFEMに限ら
ず、さらに合理的・効果的に社会インフラの経年劣化を予測・
評価可能な解析手法を開発し、それを組み込んだ維持管理シ
ステムを構築していくことが求められるだろう。

図16  疲労亀裂進展に伴うΔKの解析結果（MODEL-2） 図17  載荷回数と亀裂長さの関係（MODEL-2）

図15　疲労亀裂進展経路の解析結果（Model-2）
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