
	1	 はじめに
材料工学では各種理論式がこれまでに提唱されている。例

えば、強度（σ）については転位の摩擦抵抗の項（σ0）に加え
て固溶強化（1式，C：固溶量）、析出強化（2式，G：剛性率，b：
バーガースベクトル，L：粒子間隔，r：粒子サイズ，f：体積
率）、転位強化（3式，ρ：転位密度）、結晶粒微細化強化（4式，
d：結晶粒径）、複合組織強化にそれぞれ次の理論式が提唱さ
れている。目的変数であるこれらの強化量を表現する理論式
には、転位密度（ρ）や結晶粒径（d）などの説明変数に加え
て、パラメータ（A，α，kで示される）が存在し、説明変数の
測定精度とともにパラメータの最適化が目的変数を高精度で
推定する際に重要となる。

   （1）

   （2）

   （3）

   （4）

また、強化機構の加算側は一般的に（5）式で表現される場
合が多いようである。複数の強化機構が重畳して生じる強化
量は各強化量の単純加算ではなく、各強化量に係数（α，β，
γ）とべき指数（l，m，n）をつけて加算される 1）。実用材料で
は複数の強化機構が重畳して強化が図られており、その強化
量を精度よく推定するためには、各強化量を精度良く求める
ことの重要性と同等に、加算則の係数とべき指数といったパ
ラメータを精度良く求めることが大切である。

   （5）

このような目的変数～説明変数の関係を推定する方法には

大きく分けて、1．最小二乗法、2．最尤法、3．事後確率に基
づく方法（MCMC法）、4．ニューラルネットワーク法（ANN）
などの非線形機械学習法がある 2）。最尤法はさらに分類され、

（1）誤差項が等分散正規（ガウス）分布の線形回帰（一般線
形モデル，linear model： lm）、（2）誤差項が様々な分布（ポ
アソン分布やガンマ分布）の線形回帰（一般化線形モデル，
Generalized linear model： glm）、がある。後述するように、
最小二乗法と最尤法の一般線形モデルは等価である。1～3の
推定方法は、理論式のパラメータを最適化することによりモ
デルの精度を高めようとする手法であり、物理モデルに基づ
いて目的変数～説明変数の関係を推定しようというものであ
る。一方、4の推定方法は、柔軟な非線形関数を複数組み合わ
せて、その関係を推定しようとする順解析モデルであり、究
極的な近似により推定精度を高めていることが特徴である。
4の推定方法には、誤差項が様々な分布の非線形回帰（一般
化加法モデル，Generalized additive model： gam）やANN

のような機械学習法がある。gamやANNは、まったく目的
変数～説明変数の関係が不明な場合でも、柔軟な非線形（伝
達）関数による究極的な近似で高精度順解析モデルを得るこ
とができる特長を有する半面、材料工学の理論式に全く基づ
かないで関係を表現していることに留意する必要がある。他
の表現をすると、1～3では因果関係に基づいた“予測”が行
われるのに対して、4では相関関係を含めた全関係を使って
“推定”が行われると説明できよう。

本解説では、目的変数～説明変数の関係を推定するこれら
の各手法の特徴を、数学的な厳密性よりも、諸課題への適用、
簡潔性を優先して説明することを試みる。

	2	 各種順解析モデル
本章では、目的変数（z）と説明変数（x，y）が（6）式の関

係式に従っているものと仮定して話を進める。a，b，cは係数
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であり、m，nはべき指数である。ɛは誤差項であり、後述す
るようにモデルによってその分散が異なるものと仮定する。
zの分散はεで表現される。

   （6）

2.1　確率分布関数と確率密度関数
事前準備として、ここでは様々な確率関数について説明す

る 2）。ある事情xが起こる頻度の程度は、離散型データについ
ては確率分布関数p（x）、連続型データについては確率密度
関数 f（x）で表わされる。前者は、例えばさいころを振った時
にある数（x）がでる頻度Pの分布を表すのに対して、後者は
確率分布関数の導関数であり、ある範囲a≤x≤bの確率Pは

   （7）

で与えられる。
確率分布関数、確率密度関数（煩雑になるのを防ぐため、以

降とくにその違いを説明する時以外はまとめて確率関数p（x）
と表現することにする）は複数あるが、本解説に関係するも
のを図1に示す。

ポアソン分布は離散型データが対象であり、パラメータλ
のみを使って確率変数xが生じる確率が与えられる。ポアソ
ン分布の平均、分散ともにλに等しいという特徴を有してい
る。ランダムな事情が単位時間に起こる回数を表わす。

正規分布は、ガウス分布とも呼ばれ、連続型データを対象
とし、平均μと分散σ2の二つのパラメータを使って表わさ
れる。μ＝0，σ2＝1の時、特に標準正規分布と呼ばれる。
平均μからのずれが︲1σ～＋1σの範囲にxが含まれる確
率は68.27％となる（±2σの場合は95.45％、±3σの場合は
99.73％）。自然現象で正規分布に従うものは多いとされる。
確率変数xそのままでは正規分布に従わない場合でも、その

対数が正規分布に従う場合も多いとされている。このような
確率変数の対数が正規分布に従う場合を対数正規分布とい
う。確率変数の範囲は︲∞～＋∞と想定する。ランダムなノ
イズの分布を表す。

ガンマ分布は、連続型データを対象とし、形状母数kと尺
度母数θの二つのパラメータで表わされる。確率変数の範
囲がx>0を対象とする。ガンマ分布の平均、分散はそれぞれ
kθ，kθ2となる。期間θごとに1回ぐらい起こる事象がk回
起こるまでの時間の分布を表す。

2.2　尤度
パラメータA＝（μ，σ2）を変化させたときにデータX＝

（x1，x2，x3，…xn）が生じる確率（密度）の分布は、（8）式で示
すように各データが生じる確率p（xi）の同時確率で与えられ
る。いま、データXが正規分布（平均μ、分散σ2）に従うとす
ると、

   （8）

であるので、

   （9）

となる。
ここまでの説明ではパラメータをμ，σ2と固定した場合

のデータXが生じる同時確率を考えたが、考え方を変えて、
データXを固定としパラメータを変更させることを考える
と、あるパラメータの時に尤もらしいデータの分布が得られ
る（式（10））。式の右辺は（9）式と同じである。これを尤度L

（μ，σ）という。例えば、データXの分布が図2（a）のように
なっている時に、パラメータμ＝0の時の確率密度関数は実
線で表される。この時尤度は小さい。μ＝3になる（図2（b））
と尤度が最も高くなる。この尤度が最も高くなる時のパラ
メータが最適値であると考える手法を最尤法と呼ぶ。

   （10）

この尤度の対数をとると右辺の計算が積から和になり計算し
やすくなる（（11）式）。このような尤度を対数尤度と呼ぶ。

   （11）

図1　代表的な確率（密度）関数
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上の最終式の第一項はパラメータμとσ2に関係しないので、
最大化のときは無視できる。すなわち、  

   （12）

という関数を最大化するパラメータμとσ2を見つけるとい
うことになる。

以下では確率関数と尤度の基本概念を使って、回帰式のパ
ラメータ最適化について説明を進める。後半になるほど一般
化された回帰式の導出法となる。

2.3　最小二乗法によるパラメータ推定
パラメータ推定法で最もよく用いられているのが最小二乗

法である。いま入力変数xと出力変数yの関係（図3（a））が
（13）式で与えられるとした時に、誤差関数E（14）式をもっ
とも最小にするパラメータa、bを求める。

   （13）

   （14）

2.4　�誤差項が等分散正規（ガウス）分布の線形回帰�
（一般線形モデル、�linear�model：�lm）

最小二乗法ではyi=f（xi）は一定値であると考えた。ここで
はyi=f（xi）はある分布を持っていると考える（図3（b））。い
まxiを固定した時に、yi値は平均μ，分散σ2の正規分布を
持っていると仮定する（このことをN（μ，σ2）と書く）。ま
た分散はどのデータに対しても一定値（等分散）であるとす
る。目的変数の平均μと入力変数間の関係は（15）式で示さ
れる線形であるとする。

   （15）

この場合対数尤度は図1中の該当式（ただし、xi→yi）で与え

られる。よって尤度を最大にする平均 f（xi）=μとはΣ i（yi ︲μ）2

を最小にするものということになり、最小二乗法と等価であ
るといえる。

ここでは単純な線形回帰を考えているので、g（ f（xi））で
与えられるリンク関数gは定数1（恒等リンク関数という）で
ある。ただし、リンク関数がいつも固定というわけではない。

2.5　�誤差項が様々な分布（ポアソン分布やガンマ分布）の
線形回帰（一般化線形モデル、�Generalized�linear�
model：�glm）

データ分布が正規分布と仮定した場合の線形回帰が一般線
形回帰であるが、データ分布は様々な分布に従う可能性があ
り、線形回帰の方法を拡張する必要がある。ここではデータ
がポアソン分布に従う場合を考える。

ポアソン分布の確率密度関数は図1に掲げているように、

   （16）

であるので、対数尤度は次式で与えられる。

  

  （17）

図3　 最小二乗法（a）と誤差項が等分散正規分布の一般線形モデル
（b）によるパラメータ推定の比較

図2　最尤法による正規分布のパラメータの平均値の決定
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前述したようにポアソン分布の平均μ＝標準偏差σ＝λで
ある。

目的変数の平均μ＝λと入力変数間の関係は（18）式で示
される線形であるとする。

   （18）

この場合 f（xi）とexp（a+bxi）が比例関係であり、expのよ
うに比例関係になるように変換する関数を基底関数という。
両辺の対数をとった場合は、g（ f（xi））で表されるリンク関
数gは対数 logである。ただし、リンク関数がいつも固定とい
うわけではない。

2.6　�誤差項が様々な分布の非線形回帰（一般化加法モデル、�
Generalized�additive�model：�gam）

一般化線形回帰モデルでは目的変数と入力変数の関係を線
形とした。しかし、より複雑な関係である場合もあり、それを
取り扱うためには関係式 f（xi）を非線形とする拡張が必要と
なる。非線形を表現する関数は複数あり＊1、例えば、高次まで
項を並べた多項式回帰（例：y=a l+a2x+a2x

2+a3x
3+a4x

4…）に
よる手法があるが、全データ範囲に対して一つの回帰式を当
てはめようとするところに無理がある。ここではgamで広く
使われている非線形回帰をする平滑化スプライン関数を用い
る。平滑化スプライン関数は、データにできるだけフィット
させながらも、過度なフィッティングは抑制し平滑化とバラ
ンスさせながら曲線を見つける手法で、後述するニューラル
ネットワークモデルの最適化にも使われるペナルティ付き損
失関数（具体的には一般化交差検証値：GCV）を最小化する
ように曲線を求める手法である。詳細は専門書を参照願いた
い。平滑スプライン法では線形回帰などのように平均や分散
といったパラメータはなく、これをノンパラメトリック法と
いう（線形回帰の場合はパラメトリック法）。リンク関数は恒
等リンク関数や対数など複数のものが使われる。

2.7　事後分布を使ったパラメータ最適化（MCMC法）
上述した回帰手法はいずれも最尤法に基づいて最適なパラ

メータが求められている。最尤法では、より大きなデータを
対象にした真の確率密度関数が存在することは一切考慮しな
いで計算されるのに対して、 ベイズ定理（あるいはベイズ更
新）を使うMCMC法では限られたデータに対するパラメー
タは一義的には決まっておらず更新されるほど真の確率密度
関数に近づきより精度の高いパラメータ値が得られるという
考え方に基づいている。ベイズ定理によるデータyが与えら

れた時のパラメータaの事後分布p（a︱y）は（19）式で与えら
れる。

   （19）

ここでp（y︱a）は尤度、p（a）は事前分布である。p（y）はy

が生じる確率密度であるが、用いるデータの中では常に一定
であるので、パラメータの変化に伴う事後分布の変化を議論
する際には重要ではない。p（a）は当初不明であるので、例え
ば一様分布とする。この場合尤度と事後分布は同じになる。
しかし、一度この計算を行うと、求められたp（a︱y）をp（a）
に代入して、新たなパラメータa'に対して再度ベイズの定理
を計算する（ベイズ更新という）ことにより、より信頼度の
高いパラメータの確率密度関数が得られる。このベイズ更新
を繰り返すことにより、より精度が高まった確率密度関数よ
り次に述べる事後期待値（EAP）よりパラメータが求まる。

事後分布が高くなる方向にパラメータを変更しながら最適
値を求める手法がマルコフ連鎖モンテカルロ法（MCMC）で
ある。MCMC法は大別して、パラメータをランダムに変更し
ながら事後分布が低くなる時はある確率で棄却するメトロポ
リス法や、x，y方向にのみ条件付確率に従っていくことを許
可するギブスサンプラー法がある。いずれも、ひとつ前の状
況と比較して事後分布が上がるか、下がるかを検証している。

一般化線形回帰モデルのところで設定したものと同じ環境
を考える。すなわち、目的変数と入力変数は線形の線形の関
係（係数a、切片b）にあり、目的変数（y）は正規分布に従う
ものと仮定する。
したがって、

   （20）

が事後分布である。
aの事後期待値（Expected a Posterior： EAP）は、f（a︱y）

×aを全てのaに対して積算した値となり、次式で与えられ
る。

EAP推定量 

  （21）

この積分計算を直接計算するのは困難な場合が多いので直接

＊1：局所回帰関数、平滑化スプライン、B スプライン、自然スプラインなどがある。
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計算するのではなく、aをMCMCで変更しながらEAP推定
値を求める。

MCMC法によるシステムパラメータの実際の更新手順を
以下にまとめる。ここではメトロポリス法を対象に説明する。
•  更新する前（t＝ t）のシステムパラメータatを変えてみて

尤度p（D︱at）をしらみつぶしに計算する。ベイズ定理 

p（at︱D）∝p（D︱at）・p（at）に基づいて事後分布p（at︱D）
を計算する。atとなる分布（事前分布）p（at）は当初不明
であるので、例えば一様分布とする。一様分布は、データ
の範囲がa＜D＜βの場合、離散型データ、連続型データ
ともに確率分布、確率密度関数は 1

β－αで与えられる。
•  変更したシステムパラメータa'に対して尤度p（D︱a'）を

計算する。ベイズ定理（ベイズ更新）に基づいて事後分布
p（a'︱D）を計算する。

•  更新前後の事後分布の比a=p（a'︱D）/p（at︱D）を求め
る。区間Un（0,1）での一様分布uと比較し、a＞µであれ
ばat+1=a'として採用。a＜µであればat+1=aとして更新しな
い。これを繰り返す。
パラメータを更新する最初の頃は事前分布p（at）を適当

な確率関数を与えたので信用できない事後確率が回答される
が、更新を繰り返すうちにある事後確率に収れんする。事後
分布が収れんした以降の範囲（その臨界回数をburn-inとい
う）のデータのみを使って、事後分布の頻度グラフを作成し、
最も頻度が高くなる事後分布を与えるパラメータatを最適値
とする。

2.7　�ハイパーパラメータを最適化したニューラルネットワーク回
帰（ANN）

最尤法、MCMC法では、理論式のパラメータを確率密度
関数を使って評価し最適値を見つける手法を通して、目的変
数～入力変数の関係を精度良く表現しようとする手法であっ
た。そこには理論式に基づく物理が背景に存在した。しかし、
複雑系では、その関係が複雑であり、理論式では対応しきれ
ない場合がある。そのような場合に、因果関係だけではなく
相関関係もすべて使って究極的な近似式を作り上げようとす
るアプローチとして様々な識別器を使った機械学習法があ
る。材料学的な理論を背景に持たないまま、非線形の関数を
組み合わせて、目的変数～入力変数の関係を究極的な近似式
で表現する手法といえる。したがって、現象の理解には向か
ない手法であるが、現象の推定には絶大な威力を発揮する。

ここでは代表的な機械学手法の例としてニューラルネット
ワーク法を取り上げる。ニューラルネットワーク法の詳細は
専門書に譲るとして、要点は、入力変数と出力変数を直接重
み係数などで結びつけるのではなく、中間層を設けてその中
のノードと入力変数間の関係式をつくり、またノードと出力

変数間の関係式を作り、できるだけ入力変数と出力変数の相
関を高めるように、中間層、ノードの数、重み係数などのハ
イパーパラメータの最適化を行い精度の高い順解析モデルを
作ろうとするということである。入力変数と中間層のノード
間の関係は線形ではなく、シグモイド関数や tanhなどの非線
形伝達関数が用いられる。データへのフィッティング精度が
高い反面、全体的な傾向を見落とす過学習が生じることが最
大の課題であり、それを抑制するために、ペナルティ付き損
失関数を最小化することによりフィティングとスムージング
のバランスをとっている。そのバランスは重み減衰率係数で
与えられ、それもハイパーパラメータの一つである。

柔軟にデータフィッティングをするニューラルネットワー
クモデルとは言え、ハイパーパラメータの最適化がそのモデ
ルの精度を決める。ハイパーパラメータの最適化には、ベイ
ズ的最適化といった効率的探索法や、グリッドサーチ法など
の全探索法があるが、詳細は別報告を参照願いたい。

	3	 �疑似データを使った各回帰手法の
比較検証

x~N（0,1），y~N（0,1）（N（0,1）：標準正規分布）のデータ
が（22）式の関係式に従うことが分かっているという前提
で、一般化線形モデル、一般化加法モデル、ベイズ更新法

（MCMC）、を使った手法でパラメータa，b，c，m，nを求め、
精度を比較する。

   （22）

以下の計算では係数、べき指数は未知であるが、疑似デー
タを作成するにあたってはa，b，c，m，n値はそれぞれ5，
10，10，3，2とした。すなわちこれらの数値を以下の手法で
推定することを試みた。あわせて、x，y間の関係が全く不明
な場合に、その相関関係を推定する順解析モデルをニューラ
ルネットワーク法で推定した。計算はプログラミング言語R

にて行った。一般化線形モデル、一般化加法モデル、ベイズ
更新法の計算では、データは正規分布（rnorm）のノイズを
仮定した。ノイズの大きさを変えるために、係数kを1～1000

の範囲で変更したデータを作成した。リンク関数は恒等リン
ク関数を用いた。べき指数m，nの最適値を求めるにあたっ
ては、for文でm，n値を1のステップで変化させ、その与え
たm，n値の条件で赤池情報量規準（AIC）3）に基づいて最適
なa，b，c値を求め、それを各m，n値の条件で繰り返し計算
し、最もAICが小さくなる時のm，n値とa，b，c値を最適値
とした。

一般化線形モデル一般化加法モデルにはmgcvパッケー
ジ 4-7）、ベイズ更新法にはMCMCpackパッケージ 8）、ニュー
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ラルネットワーク法にはnnetパッケージ 9）を利用した。
ニューラルネットワークのハイパーパラメータ最適化には
rBayesianOptimizationパッケージ 10-13）を利用した。

データノイズが今回最も小さいk＝1の場合（図4）の実際
のz値と各モデルで推定したz値（glm-estimatedなど）の関
係を、推定アルゴリズムごとに図5（a）～（d）に示す。（a）
glmモデル、 （b）gamモデル、 （c）MCMCモデルともに大差

なく相関係数（CC）0.9990の高精度でz値の推定ができて
いる。ANNモデル（d）の場合は、やや精度が落ちる（CC＝
0.9834）がモデル式を全く与えていないにも拘らずこの精度
が出ていることは注目に値する。

データノイズが増えてk＝10とした場合の結果を図6（a）
～（d）に示す。いずれのモデルも推定精度が落ちている。
glm，gam，MCMCモデルに比べてANNモデルの精度が落
ちる傾向はノイズが小さい場合と変わらない。

k＝1000とノイズが大きくなると、もはやglm，gam，
MCMCモデルの推定精度（CC）は0.5程度まで急落する（図
7（a）～（c））。一方、ANNモデル（図7（d））の精度は依然
CC＝0.8226を保っていることは意外である。

推定精度（CC）を各モデルで比較した結果を図8に示す。
ノイズが小さい時は、モデル式の係数推定法であるglm，
MCMCモデル、モデル式を想定しないgam，ANNモデル
ともにほぼ同じ推定精度であるが、ノイズが大きくなると
gam，ANNの方が推定精度がよい。入力、出力データ間の関
係をモデル式に基づいてその係数を最適化するという物理モ
デルに基づいた手法はデータノイズが小さい範囲では有益で
あるが、データノイズが大きい場合には究極的な近似式を与
えるANNモデルの方がむしろ精度が高くなっている。ANN

解析に要する時間は上に述べた各種係数推定法と大差なく、図4　ノイズを含む入力データ（x,y）と出力データ（z）の関係の一例

図5　glm,gam,MCMC,ANN で得た順解析モデルの精度比較（ノイズの程度：小の場合）
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データがノイズを含む場合の順解析モデルの一つの選択肢と
して有益と思われる。

本稿で行った各種最尤法、MCMC法、ニューラルネット

ワーク回帰法は、Theory_designerモジュールとしてAI搭載
材料情報統合システムの一つであるrMIPHA_studio＊2（プロ
グラミング言語：R）に実装済みである。

図6　glm,gam,MCMC,ANN で得た順解析モデルの精度比較（ノイズの程度：中の場合）

図7　glm，gam，MCMC，ANN で得た順解析モデルの精度比較（ノイズの程度：大の場合）
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	4	 おわりに
物理モデルにできるだけ従って現象を予測するというのが

理想的である。単純系では、最尤法やMCMC事後分布法が
物理モデルを表現したモデル式の係数、べき指数の高精度推
定に有益であることを説明した。ただし、データが大きな誤
差を含むほどその推定精度は顕著に低下する。この場合、物
理モデルは全く含まない究極的な近似法であるニューラル
ネットワーク法が係数推定法よりも推定精度が高くなる場合
がある事を示した。

因果関係を重視した物理モデルに従う予測法、相関関係を
重視した究極的な近似による推定法ともに重要である。両者
は補完的であり、互いの精度の検証のために併用することが
解析の信用を増すことにつながるものと思われる。「機械学
習はブラックボックスである。」と否定的にとらえる考え方
もあるかもしれないが、最後に残された順解析モデル推定法
としてその特徴を理解したうえで選択肢として残しておく
ことが肝要であろう。人工知能が新たなレベルに上がった今
日、材料工学も人工知能を取り入れる絶好の機会であり、特
に若手研究者、技術者にとって新分野を切り開くことができ
る魅力ある領域と著者は考えている。人工知能を取り入れる
ことが一層魅力ある材料工学の新たな切り口になることを大
いに期待したい。
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図8　各解析モデルの精度に及ぼすノイズの大きさの影響

＊2： rMIPHA_studioは、rMIPHA14）、Theory_designer, Microstructure Image Editor で構成されスタンドアロン型のAI搭載材料情報統合システム
（Material Genome Integration System for Phase and Property Analysis： MIPHA，プログラミング言語：R）である。それぞれ、豊富な機械学習を
搭載した順・逆解析、理論式の係数推定,画像の類似性評価を行うことを得意とするモジュールである。この他に、2D3D 画像の特徴量抽出、順解析、
逆解析を一貫して行えるスタンドアロン型のMIPHA（プログラミング言語：Visual Basic）がある。
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