
材料科学に資するデータ同化
Data Assimilation Beneficial to Materials Science

	1	 緒言
データ同化は、数値シミュレーションモデルと観測・実験
データをベイズ統計学によって融合する計算技術であり1,2）、
これまで主に地球科学分野で大きく発展してきた。特に、国
民がほぼ毎日見ている現代の気象予報においては不可欠な
技術となっており 3）、データ同化の計算結果に基づいて発表
されていると言っても過言ではない。モデルとデータの対比
は、科学を推進する上での基本的な作法であることから、現
在ではデータ同化は様々な分野へと浸透してきている。例え
ば、筆者の専門である地震分野においては、地震波伝播シミュ
レーションと地震観測データを同化させることにより、緊急
地震速報のような地震波の到来時刻の予測などに活かす試み
が続けられている 4）。また、流体分野においては、流体シミュ
レーションと風洞実験データとの同化による航空機や自動車
等の形状最適化にデータ同化が活用されている 5）。本稿の多
くの読者の専門分野である材料分野においても、近年、材料
内部の組織成長シミュレーションと材料の実験データを融合
するデータ同化研究が活発になってきており、材料特性の理
解深化や新規材料創出などへの貢献が期待されている 6-10）。
データ同化は、「逐次データ同化」と「非逐次データ同化」
とに大別される。逐次データ同化は、データが得られた時点
ですぐさまモデルと同化させる手法であり、これを実現する
代表的な手法としては、カルマンフィルタ、粒子フィルタ、
アンサンブルカルマンフィルタが挙げられる 1）。一方、非逐
次データ同化は、一定期間蓄積されたデータをまとめてモデ
ルと同化させる手法であり、代表的な手法として4次元変分
法（あるいは、アジョイント法）が挙げられる 2）。
図1に示す台風の進路予測の模式図を例に、データ同化を
概念的に理解してみよう。2章で述べるように、時刻 tにおけ
るシミュレーションで取り扱うすべての変数を含む状態ベ
クトルをxxt、時刻1から tまでの観測データをyy1：tと記述する。

これらはいずれも確率変数であり、データ同化の目的は、変
数の値そのものを求めることではなく、確率変数が従う確率
密度関数（以下、分布）を推定することにある。現在時刻 tにお
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図1　台風の進路予測を例にしたデータ同化の概念的理解
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いて得られている観測データはyy1：tであるから、現在の状態に
関する分布は、条件付き分布の記法を用いてp（xxt⎜yy1：t）と書
くことができる（確率変数Yがある確定値を取った場合の確
率変数Xに関する条件付き分布を、p（X⎜Y）と表す）。気象
シミュレーションによって、24時間後や48時間後の状態に
関する予測分布p（xx t+24⎜yy1：t）やp（xx t+48⎜yy1：t）が得られ、こ
れに基づいて予報の発表が行われる。状態ベクトルの要素の
中には、台風の中心位置に関する変数も含まれているであろ
う。これに関する平均と標準偏差を予測分布から算出し、天
気図に描かれるものが「予報円」である。正規分布（あるいは、
ガウス分布）の場合、確率変数の値が平均±標準偏差の範囲内
に入る確率は約70％であることが統計学において知られて
いるが、予報円もまさに、台風の中心がその内部に入る確率
が約70％である円と定義されている。時間が経過すると新た
な観測データが追加され、例えば24時間後の時刻 t+24まで
に得られるデータはyy1：t+24表される。これに基づき、次々と予
報を修正していく、これがデータ同化の直観的理解であると
言って良い。
以降では、2章でデータ同化の基礎理論について述べた後、

3章で材料内部の粒成長モデルとして多用されるフェーズ
フィールドモデルへのデータ同化の適用例について紹介する。

	2	 データ同化の基礎理論
2.1　状態空間モデル
データ同化を実行する際には、まずは次式で与えられる状
態空間モデルを構築することから開始する。

   （1）

   （2）

式（1）はシステムモデルと呼ばれ、数値シミュレーションモ
デルに基づく状態ベクトルxxtの離散的な時間発展を表現し
ている。一般に、xxtはシミュレーションで用いられる変数す
べてが含まれたベクトルと考えて良い。例えば、2次元空間
におけるシミュレーションにおいて、離散化した空間の各グ
リッド（xi，yj）上における物理量が温度θij，tおよび圧力Pij，tで
ある場合には、状態ベクトルを

   （3）

と定義するのが自然である（ ' は転置を表す）。実際には、状
態ベクトルの定義のしかたは式（3）に縛られる必要はなく、
状態空間モデルを満たしていれば、問題を解く上で都合よく
定義して良い。fftは所与のシミュレーションモデルを表し、
時刻 tにおける状態ベクトルに作用させることにより、次の

時刻 t+1における状態ベクトルを予測することを意味して
いる。右辺第二項のvvtはシステムノイズと呼ばれ、ある分布
q（·）に従う確率変数である。このvvtは、起こりうる現象を完
全に記述する fftを与えることは一般に非常に困難であること
を補う項であると解釈できる。
一方、式（2）は観測モデルと呼ばれ、シミュレーションで
得られた予測結果xxtと観測データyytの比較を表現している。
一般には、シミュレーションのすべての空間グリッド上で観
測データを得られることはなく、yytの次元（ベクトルの要素
数）はxxtの次元よりも圧倒的に小さい。この両者を比較する
ために、xxtに観測演算子hhtを作用させ、yytと比較可能な量を
抽出する。また、観測データには計測誤差が含まれているこ
とが常であることを表現するために、右辺第二項にある分布
r（·）に従う確率変数として観測ノイズwwtが付加されている。
ここで特に注意しておきたいこととして、状態空間モデル
に登場する変数は、すべて確率変数であり、それが従う分布
が存在するということである。1章で述べたように、データ
同化の目的はシミュレーションとデータの両者に基づいて、
各時刻における状態xxtの値ではなく、xxtが従う分布を推定す
ることにある。分布を推定することにより、xxtの最適値だけ
でなく、その不確実性（誤差）評価までが自然に可能となる。

2.2　逐次データ同化における分布推定
データ同化において重要となる3つの分布について述べて
おく。1つ目は「（一期先）予測分布」と呼ばれるものであり、 
p（xxt⎜yy1：t-1）と表される。ここで、yy1：t-1は時刻1から t-1まで
のデータ集合を表す。予測分布の意味するところは、時刻 t-
1までのデータが与えられた下で、次の時刻 tにおける状態xt

をシミュレーションによって予測したときの分布となる。2

つ目は「フィルタ分布」と呼ばれるものであり、p（xxt⎜yy1：t）と
表される。予測分布と比較すると、データyytが追加されたこ
とが分かる。すなわち、フィルタ分布は、新たに追加された
時刻 tのデータyytが与えられた下で、予測分布を修正したも
のとなる。3つ目は「平滑化分布」と呼ばれるものであり、p
（xxt⎜yy1：T）と表される。ここでTは tよりも大きな時刻であり、
すなわち過去における状態に関する分布を意味する。
これらの3つの分布の間には、以下の関係がある。

   （4）

   （5）
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   （6）

時刻0におけるフィルタ分布p（xx0 | yy0）を与えれば、式（4）と
式（5）を交互に適用することにより、p（xx0⎜yy0）→ p（xx1⎜yy0）
→ p（xx1⎜yy1）→ p（xx2⎜yy1）→ p（xx2⎜yy1：2）→ p（xx3⎜yy1：2）→…と、
時間軸に沿って予測分布とフィルタ分布が得られることが分
かる（図2）。これが、逐次データ同化にほかならない。この

状態の逐次推定を実施した後、式（6）を用いて、過去におけ
る状態の平滑化分布を推定することがある。気象予報のよう
な予測のみ行う場合にはこの平滑化は必要ないが、材料分野
においては、なるべく多くのデータを用いた材料特性の高精
度推定が必要となる場面も数多くあると思われ、そのような
場合には平滑化が有用となってくる。
さて、特殊な条件を満たす場合を除き、式（4）～（6）は解析
的に計算することができず、数値積分が必要となる。「特殊な
条件」とは、シミュレーションモデル fftおよび観測演算子hht

が行列で与えられ、かつ登場する分布がすべて正規分布であ
ることである。このような場合の逐次推定法は古くからカル
マンフィルタ法として知られており、式（4）～（6）は行列と
ベクトルの演算である線形計算に帰着され、現代のPCであ
れば、かなり大規模なシミュレーションモデルの場合であっ
ても、非常に高速な逐次推定を実行することが可能である。
しかしながら、たいていの実問題はこの条件を満たすことは
なく、やはり数値積分を実行せねばならない。
このような場合において、最も簡便かつ素直な方法として
は、モンテカルロ法を応用した粒子フィルタ法が有名であ
る。これは乱数を用いることにより、分布を有限の個数の「粒
子」と呼ぶ実現値の集合によって近似し、個々の粒子に対す
るシミュレーションの実行による予測分布の推定、ならびに
シミュレーションで得られた粒子とデータとの比較による
フィルタ分布の推定を行うものである。粒子フィルタ法の利
点は、何と言っても実装の簡便さであり、シミュレーション
コードがブラックボックスであっても適用可能である。しか
しながら、高次元の状態ベクトルを必要とするような大規模
な問題の場合には、分布を表現するために天文学的な粒子数
を要することも珍しくなく、手法の性質上、逐次推定を進め
ていくうちに粒子数が不足する「退化」と呼ばれる現象が起
こりやすい（図3上）。粒子フィルタ法を採用する場合には、
シミュレーションモデルの自由度の大きさと必要な粒子数の
バランスを、実装前によく検討することが重要である。

図2　状態の逐次推定の概念図 図3　粒子数不足による事後分布の退化
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上述したカルマンフィルタ法と粒子フィルタ法の良いとこ
ろ取りをしたような手法にアンサンブルカルマンフィルタ法
がある。粒子フィルタ法同様、分布を粒子によって近似し、
個々の粒子に対してシミュレーションを実行することによっ
て予測分布を推定する点は同じであるが、フィルタ分布の推定
にはカルマンフィルタ法と類似した手法を採用している。これ
により、原理的には粒子フィルタ法のような退化は起こらない
（図3下）。アンサンブルカルマンフィルタ法は、逐次データ同
化法としては実用性が高く、様々な実問題に応用されている。
本節で述べた逐次データ同化のための3つの手法の特徴に
ついて、表1にまとめておく。

2.3　非逐次データ同化における状態推定
非逐次データ同化の代表格である4次元変分法は、現代の
気象予報の主力データ同化手法である。4次元変分法を適用
する際には、システムノイズvvtを考慮しない状態空間モデル
を用いる。すなわち、システムモデル式（1）は

   （7）

となり、初期値xx0を与えれば、すべての時刻におけるxxtが決ま
る自励系である。4次元変分法では、一定期間のデータyy1：Tに最
も適合する初期値xx0を探索することを目的とする（図4）。そ
のため、まずはxxtとyy1：Tの適合度を表す評価関数を定義する。
上述したように、xxtはxx0が与えられればすべて求まることか
ら、適合度を与えるためにはデータyy1：Tが与えられた下での
xx0に関する事後分布を考えれば良い。ベイズの定理より、こ
の事後分布は

   （8）

で与えられるが、計算の便宜上、評価関数としては事後分布
の自然対数を－1倍した

   （9）

がよく用いられ、両者の極値xx0＝xx̂0は一致することから、式
（8）を最大化する代わりに、式（9）の最小化が図られる。

xx̂0を求めるための直接的な方法として、式（9）をxx0で偏微
分して0とおいた解を求めることがすぐに思いつく。しかし
ながら、式（9）の右辺第二項はxx0を陽に含んでいないため、
偏微分をすることができない。そこで、ラグランジュ未定乗
数法を適用し、式（7）を厳密に満たす下での式（9）の最小化
を図ると、変分計算を経て、ラグランジュ未定乗数λtに関す
る次のアジョイント方程式を得る。

   （10）

   （11）

   （12）

ここで、 は本質的には式（9）の右辺第二項を意味すると考
えて差し支えない（厳密には、若干異なる）。時系列の終端点
t＝Tにおいて式（11）を初期条件とし、式（10）を時間軸に
逆方向に解くと、式（12）が示すように、時刻 t＝0における
解が本来求めたかった評価関数の勾配となっている。このよ
うにして求めた勾配は自動微分と呼ばれ、勾配を評価したい
点の近傍における関数値の差分を用いる数値微分と比べ、計

表1　代表的な逐次ベイズフィルタの比較
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算量と計算精度の両面において圧倒的に優れている。与えら
れた初期値xx0に対する評価関数の勾配を4次元変分法によっ
て求め、その勾配に準ニュートン法などの適当な勾配法を適
用して初期値xx0を更新するという手順を繰り返すことによ
り、最終的にデータyy1：Tに最も適合したxx 0ならびにxx tが得ら
れる（図4）。気象予報においては、実際にこのようなデータ
同化が絶え間なく行われているのである。
さて、ここまで述べたことは、評価関数を最小化する最適
解を得るための方法であり、データ同化の本来の目的である
分布を推定するためには、異なるアプローチが必要である。
従来の4次元変分法は、上述の最適化のみが行われ、不確実
性評価のためにも必須となる分布の推定は行われていなかっ
た。筆者らは近年、2nd-orderアジョイント法を導入するこ
とにより、高速かつ高精度な不確実性評価が可能となる新し
い4次元変分法を提案した 8）。

	3	 �データ同化の構造材料分野への�
応用展開

構造材料分野においては、長きにわたって計算と実験はほ
ぼ独立したコミュニティを形成していたが、数年前より材料
内における粒成長の数値シミュレーションと、材料に関す
る大量の実験データを比較していこうという機運が高まり、
データ同化をはじめとするデータサイエンスの導入が一気に

進展した。粒成長のシミュレーションに用いられるモデルと
しては、雪や岩石内の結晶成長の数理モデルとしても用いら
れるフェーズフィールドモデルが挙げられ 11,12）、次式で与え
られる小林モデル 13）は、最も基本的なフェーズフィールドモ
デルの一つである。

   （13）

ここで、φ（xx，t）はフェーズフィールド変数であり、固相や
液相といった状態を表す。そのため、本来これは0（固相）と
1（液相）といった離散値を取る変数であるが、時間微分や空
間微分を可能とするため、界面近傍においては0と1の間を
連続的に変化させる。この変化する区間を界面幅と呼び、∊
がそれを表現する。また、mは界面の移動速度（モビリティ）、
τは時間の無次元化パラメータである。式（13）の右辺第一
項と第二項は、それぞれ拡散項および反応項を意味する。

1次元空間の場合は、適当な境界条件の下に式（13）は解
析解を持ち得るが、2次元以上の場合には数値計算が必要と
なる。図5に、2次元空間内でのシミュレーション結果の例を
示す。計算領域は縦200∊×横 300∊、モビリティはm＝0.1、
空間グリッド幅は∊、時間ステップ幅は 0.1τとし、計算領
域境界においては周期境界条件を課した。フェーズフィール
ドの初期状態φ（xx，t＝0）が粒成長シミュレーションとして
は現実的でない設定となっているが、これは単純なフェーズ

図4　4次元変分法による初期値最適化の模式図

図5　フェーズフィールドモデルに基づくシミュレーション
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フィールドモデル（式（13））を採用した上で、なるべく複雑
な構造を用いようとしたためである。現実的な粒成長を模す
るためには、フェーズフィールド変数を複数個にしたマルチ
フェーズフィールドモデル 14）を採用する必要がある。簡単の
ため、以下では小林モデルへの4次元変分法データ同化の適
用について述べる。マルチフェーズフィールドモデルへの適
用については、筆者らの他の文献 7）を参照してほしい。
さて、実験データが与えられた時に、データ同化によって
モビリティmおよび初期状態φ（xx，t＝0）を推定することを
考える。実験データは、m＝0.1および図5左に示す初期状態
を設定して得られるシミュレーション結果に、正規分布に従
う観測ノイズを付加した写真であると仮定する。データ同化
がきちんと機能するかどうかは、この写真データからmの値
が0.1と推定されること、かつ初期状態が図5左と一致する
ことを確認すれば良い。このように、真の解が分かっている
モデルから得られたシミュレーション結果を擬似観測・実験
データとし、逆にその擬似データからデータ同化によって真
の解が再現されるかどうかを確認するテストを「双子実験」
と呼び、データ同化アルゴリズムやコードの妥当性を検証す
るための手段としてよく用いられる 1）。
図6に、4次元変分法に基づく反復計算により、モビリティ
と初期フェーズフィールドが推定されていく様子を示す。こ
こでは観測ノイズの標準偏差を10-4と設定した。また、推定
したいパラメータmを状態ベクトルに含める自己組織化の
手法を採用することにより、適当な初期値から反復計算に
よってmの値が自動的に更新されるようにした。反復回数が

増えるとともに評価関数は単調に減少し、それに伴ってmお
よび初期状態φ（xx，t＝0）が適切に真の解に収斂していく様
子が分かる。従来の4次元変分法ではこの最適値の推定まで
が可能であったが、筆者らが開発した4次元変分法 8）を適用
すれば、さらに推定値の不確実性まで評価することが可能で
ある。この不確実性の情報は材料分野では極めて有益である
と考えられ、例えば、興味ある材料特性パラメータをある精
度で推定したい場合に実施すべき実験回数を提案するなど、
実験計画へのフィードバックに利用することができる。
実際に写真データを用いる場合には、それをシミュレー
ション結果と直接比較することは困難であり、観測演算子hht

をどのように設計するかが鍵となる。また、実際の材料実験
では、時間変化を追跡することを目的に、同一の試料に対し
て複数回の写真を撮影することは極めて困難であることが多
い。このような実情を考慮し、筆者らは時系列データの存在を
前提としないデータ同化の適用方法について検討した 9）。そ
こでは、複数の試料に対して同一条件の実験を実施し、試料
によって異なる時刻に得られた写真データから、試料に依存
しない特徴量を抽出することを提案している。この特徴量を
擬似的な時系列データとみなすことにより、データ同化に基
づく材料特性パラメータの推定が可能であることを示した。

	4	 結語
本稿では、データ同化の基礎理論、ならびに構造材料分野
へのデータ同化の応用展開について述べた。3章で述べた4

図6　4次元変分法に基づくモビリティとフェーズフィールドの初期状態の推定
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次元変分法の応用については、数値シミュレーションコード
がブラックボックスではないことを前提としている。数値シ
ミュレーションコードがブラックボックスである場合や、あ
るいはコードの改修が著しく困難である場合には、逐次デー
タ同化を採用することが現実的である。筆者も共同研究にお
いて、等温下でのFe-C-Mn合金内の相変態の問題にアンサン
ブルカルマンフィルタに基づく双子実験を実施した 10）。これ
は、1次元空間内においてγ相からα相へ変態する過程にお
いて、γ相の体積分率の時間変化がデータとして得られる場
合に、アンサンブルカルマンフィルタによってモビリティを
推定するという数値実験である。その結果、1次元空間の問
題であるにも関わらず、モビリティの事後分布を安定的に推
定するためには、アンサンブルカルマンフィルタの粒子数を
少なくとも1,000のオーダーに設定する必要があるという極
めて興味深い結論を得た。これよりも自由度が桁違いに大き
い台風進路予測において実施されている逐次データ同化計
算では、計算量の兼ね合いから粒子数がせいぜい数十個に抑
えられており、満足な予報円を描くことがいかに難しいこと
であるかが容易に想像がつく。材料科学においては、いずれ
現実的な3次元空間内のシミュレーションに対してデータ同
化を実装する必要があり、計算量との闘いが待ち構えている
ことは必至である。限られた計算機資源と計算時間の範囲内
で、データ同化が構造材料分野において何をどこまで可能に
するか、今後も継続的に検討を重ねていく必要がある。
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