
融解・凝固を伴う伝熱
Heat Transfer with Melting and Solidification

	1	 はじめに
今回と次回は、相変化を伴う伝熱について解説する。相と
は、物理的あるいは化学的性質が均一な領域であり、気体、
液体、固体に対応して、気相、液相、固相と呼ぶ。気体、液体、
固体の間の変化が相変化であり、相転移とも呼ばれる。物質
の相変化現象は、図5-1のように複数あり、液体から気体へ
の相変化を沸騰・蒸発、気体から液体への相変化を凝縮、固
体から液体への相変化を融解、液体から固体への相変化を凝
固、気体と固体間の相変化を昇華とそれぞれ呼ぶ。液相から
気相、気相から液相への相変化を気液相変化、液相から固相、
固相から液相への相変化を固液相変化、気相から固相、固相
から気相への相変化を固気相変化とそれぞれ呼ぶ。入門講座
では、気液相変化である沸騰・蒸発を伴う伝熱および固液相
変化である融解・凝固を伴う伝熱について説明する。

	2	 凝固と融解
 

液体から固体に相変化する温度が凝固点であり、固体から
液体に相変化する温度が融点である。液体と固体が共存する
場合、凝固点と融点は一致する。単成分液体である純水をあ
る一定の冷却速度で室温から冷却すると、凝固点で純水が凝
固することなく、過冷却状態を経て凝固し、液体の水から固
体の氷になる。固体の氷は、結晶構造を有し、凝固するとき
に凝固潜熱が発生する。潜熱Lの単位は［kJ/kg］である。氷
を昇温すると、固相側に熱輸送が行われ、融点で氷が融解す
る。融解するときの潜熱が融解潜熱である。このように、凝
固時の温度と融解時の温度が異なる場合があることに注意す
る必要がある。

	3	 凝固・融解を伴う伝熱
凝固や融解を伴う相変化現象は、液相の組成、対流、過冷
却、固相の結晶成長などが関わるため非常に複雑である。凝
固・融解を伴う伝熱問題は、固液界面の位置が潜熱の熱輸送
を伴いながら時間的に変化する自由境界問題であり、相変化
時に発熱や吸熱が発生する非線形熱伝導問題である。ここで
は、純物質で液相内に流れがなく、凝固界面が平滑であり、
凝固による体積変化を考慮しない一次元凝固モデルについて
説明する。

3.1　ステファン問題
まず、最も基本的なStefanの解から説明する。図5-2に示
すように、半無限の一次元空間が液相で満たされる場合を考
える。なお、図5-2の液相を固相、固相を液相にそれぞれ置き
換え、Tw > Tl　とすれば、一次元融解モデルになる。
ステファン問題は、液相の温度を一定と仮定し、液相の温
度は固液界面温度と等しく融点Tmであるとする。ある時刻 t
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図5-1　物質の相変化（Online version in color.）
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における凝固層厚さをξ（t）、固相の温度をTs（t, x）とすると、
固相内の非定常熱伝導方程式は、次式となる。

固相中 （0≦x≦ξ（t）） ：　　

   （5-1）

初期条件：t ＝ 0 のとき、ξ（0）＝0   （5-2）

境界条件：x ＝ 0 のとき、Ts ＝ Tw   （5-3）

ここで、as（＝ks/（ρscps））は固相の温度伝導率（熱拡散率）
（m2/s）である。
液相中では、以下の式が成り立つ。

液相中（ ξ（t）≦ x）：
   （5-4）

固液界面では、以下の式が成り立つ。

固液界面 （ x＝ξ（t） ）：

   （5-5）

境界条件：x ＝ξ（t） のとき、Ts＝Tm   （5-6）

ここで、Tm ［K］は凝固点であり、融点と等しいとする。
式（5-1）をラプラス変換し、逆変換すると、次式となる。

   （5-7）

ここで、erf（y）は次式で定義される誤差関数であり、C1，A1

はそれぞれ定数である。

   （5-8）

誤差関数に関する関係式を用いると、

erf（0）＝0より，C1＝Tw   （5-9）

式（5-6），（5-7）および（5-9）から、固相内の温度分布Ts（ t，x）
は次式となる。

   （5-10）

ここで、固液界面の位置であるξ（ t）を次式のように置き換
える。この式中のβは、凝固定数と呼ばれている。

   （5-11）

式（5-10），（5-11）を式（5-5）に代入して整理すると、次式が
得られる。

   （5-12）

ここで、SteはStefan数と呼ばれる無次元数であり、次式で定
義される。

   （5-13）

式（5-12）をRについて解き、式（5-11）に代入すると、固相の

図5-2　ステファンの解析モデル（Online version in color.）
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厚さξ（t）が求められる。Rを解析的に解くことはできない
が、Newton-Raphson法やプロフィル法などで求めることが
できる 1）。また、Rが小さい場合、以下の式を用いて近似解を
得ることもできる。

  

   （5-14）

 
  （5-15）

例題5.1

  式（5-14），（5-15）を用いて、式（5-12）の近似解を求め、以
下の条件で成長する氷の凝固層厚さを求めよ。
容器表面温度Tw ＝15℃，液相温度Tl ＝0℃，
冷却時間 t ＝30min，凝固潜熱L＝333.5kJ/kg，
氷の温度伝導率as ＝1.17×106m2/s，
氷の定圧比熱 cps＝2.04kJ/（kgK）

【解答例】
式（5-14），（5-15）から、次式が得られる。

第二項までを考え、近似式を作成すると、以下の式が得られる。

したがって、

ステファン数Steは以下のようになる。

氷の凝固層厚さζは、

例題5.2

（1） 図5-3に示すモデルを用いて、固相の温度分布を準定常

として、以下の条件で成長する氷の凝固層厚さを求めよ。
容器表面温度Tw＝15℃，液相温度Tl＝0℃，
冷却時間 t ＝ 30min，凝固潜熱L＝ 333.5kJ/kg，
氷の温度伝導率as＝1.17×10-6m2/s，
氷の定圧比熱 cps＝2.04kJ/（kgK）

（2） 図5-3の液相を固相、固相を液相にそれぞれ置き換え、Tw

＞Tl、液相の温度分布を準定常として、以下の条件で氷
の融解層厚さを求めよ。
容器表面温度Tw＝15℃，固相温度Ts＝0℃，
加熱時間 t＝30min，融解潜熱L＝333.5kJ/kg，
水の温度伝導率al＝1.41×10-7m2/s，
水の定圧比熱  cpl＝4.18kJ/（kgK）

【解答例】
（1）固相の温度分布を準定常とすると、以下の式が成り立つ。

初期条件：t＝0のとき、ξ＝0

初期条件を用いて解くと、Tl＝Tmより、

（2）液相の温度分布を準定常とすると、以下の式が成り立つ。

初期条件：t＝0のとき、ξ＝0

初期条件を用いて解くと、Ts＝Tmより、

図5-3　準定常ステファンモデル（Online version in color.）
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3.2　ノイマン問題
ステファン問題で考慮していない液相内の温度分布を図

5-4のように考えた一次元凝固モデルがノイマン問題である。
ここでは、ノイマン問題の解であるNeumannの解について
説明する。
ある時刻tにおける凝固層厚さをξ（t）、固相の温度をTs（t，x）、
液相の温度をTl（t，x）とすると、固相内および液相内の非定
常熱伝導方程式は、それぞれ次式のようになる。

固相中 （0≦x≦ξ（t））：

   （5-16）

初期条件：t＝ 0 のとき、ξ（0）＝ 0   （5-17）

境界条件：x＝0 のとき、Ts＝Tw   （5-18）

液相中 （ξ（ t）＜x）：

   （5-19）

境界条件：x＝∞ のとき、Tl＝T∞   （5-20）

界面における熱バランスを考慮すると、固液界面では以下
の式が成り立つ。
固液界面（ x＝ξ（t））：

   （5-21）

境界条件：x ＝ ξ のとき、Ts＝Tl＝Tm   （5-22）

式（5-16），（5-19）をラプラス変換し、逆変換すると、それ
ぞれ次式となる。

   （5-23）

   （5-24）

ここで、C1，A1，C2，A2はそれぞれ定数である。
固相内の温度分布Ts（t，x）および液相内の温度分布Tl（t，x）
は、それぞれ次式となる。

   （5-25）

   （5-26）

固液界面の位置であるξ（ t）を次式のように置き換える。

   （5-27）

式（5-25），（5-26）を式（5-21）に代入して整理すると、次式
が得られる。

    （5-28）

このRに関する超越方程式を解くことによって、式（5-27）
から凝固層厚さξを求めることができる。

図5-4　ノイマンの解析モデル（Online version in color.）
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3.3　シュバルツ問題
鋳造における金属の凝固では、鋳型のような容器内部の熱
伝導も考慮する必要がある。ここでは、ノイマン問題で考慮
していない容器内の温度分布を図5-5のように考えた一次元
凝固モデルであるSchwarzの解について説明する。容器は、
半無限物体であると仮定する。
ある時刻tにおける凝固層厚さをξ（t）、固相の温度をTs（t，x）、
液相の温度をTl（t，x） 、容器の温度をTw（t，x）とすると、固
相内 ,液相内および容器内の非定常熱伝導方程式は、それぞ
れ次式のようになる。

固相中 （0≦x≦ξ（t））：

    （5-29）

初期条件：t＝0 のとき、ξ（0）＝0,  Ts＝Tl＝T∞  
  （5-30）

境界条件：x＝0 のとき、Ts＝Tw   （5-31）

液相中 （ξ（t）＜ x）：

   （5-32）

境界条件：x＝∞ のとき、Tl＝T∞   （5-33）

固液界面では、界面における熱バランスを考慮すると以下の
式が成り立つ。

固液界面（ x＝ξ（t） ）：

   （5-34）

境界条件：x＝ξ のとき、Ts＝Tl ＝Tm   （5-35）

容器内（0≦x）：

   （5-36）

容器と固相の界面（ x＝0 ）：

   （5-37）

境界条件：x＝0 のとき、Ts＝Tw   （5-38）

以上の式を整理すると、次式が得られる。

   （5-39）

ここで、 である。

なお、式（5-39）で、R＝0となる条件を求めることができ
る。式（5-11）から、R＝0では凝固定数β＝0となるため、凝
固が発生しない。

図5-5　シュバルツの解析モデル（Online version in color.）
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	4	 二成分物質の融解・凝固
合金、二成分以上の物質で構成される蓄熱・蓄冷材等の融
解・凝固では、単成分の凝固層と異なり、固相と液相が共存
するマッシー層が生成・成長する。図5-6は、融点図と呼ばれ
る相平衡状態図の一例である。横軸の濃度は、体積濃度、質
量濃度、モル分率などがある。溶質の濃度がCsl ［%］の液体を
冷却すると、液相線温度で凝固が開始する。さらに冷却する
と、固相と液相が共存する固液共存相（L＋S1）となり、固相
の割合が増加し、液相の溶質濃度も増加する。固相線温度で
凝固が終了し、この温度以下では、固相（S1＋S2）となる。固
液共存相では、冷却面表面からマッシー層が成長するため、
凝固潜熱は温度によって変化する。この凝固潜熱量を求める
ためには、固液共存相における固相率φs［%］を把握する必要
がある。
固相率と温度の関係は、相平衡状態図から求めることがで
きる。“てこの法則”が成立する場合、溶質濃度Csl［%］の二成
分物質の固相率φs［%］は、以下の式で求めることができる。

   （5-40）

ここで、Cl，Csは、それぞれ液相の溶質濃度、固相の溶質濃度
である。
なお、固液共存相における体積当たりの固相と液相の割
合をそれぞれ体積固相率［vol.%］、体積液相率［vol.%］とよ
び、質量当たりの固相と液相の割合をそれぞれ質量固相率
［mass%］、質量液相率［mass%］とよぶ。固相率φs［%］と液相
率φl［%］には、以下の関係がある。

100   （5-41）

	5	 おわりに
凝固・融解を伴う伝熱現象は複雑であり、これらの現象を理
解するためには、核生成や過冷却に関する知識も必要である。
また、結晶成長や融液内の対流についても理解する必要がある。
入門講座では、純物質の凝固界面が平滑で一次元的に成長する
場合についての伝熱現象を説明するだけにとどまったが、興味
のある読者は成書1-6）を参考にして理解を深めていただきたい。

記号表
a（＝k/ρc）：温度伝導率，熱拡散率（m2/s）
c：比熱（kJ/（kg・K））
cp：定圧比熱（kJ/（kg・K））
C：濃度（%）
k：熱伝導率（W/（m・K））
L：潜熱（kJ/kg）
Ste：ステファン数（－）
t：時間（s, min）
T：温度（K，℃）
Tm：融点（K，℃）
x：座標（m）

ギリシャ文字
β：凝固定数（式（5-11）で定義）
ρ：密度（kg/m3）
ξ ：凝固層厚さ（m）
φl：液相率（%）
φs：固相率（%）

添え字
l：液体，液相
s：固体，固相
sl：固液共存相
w：冷却面
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（2022年1月13日受付）図5-6　相平衡状態図（融点図）（Online version in color.）
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